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1 Einleitung

Mit dem Fortschritt der Technik steigt auch die Larmbelastung der Umwelt stetig an. Besonders
in Ballungsgebieten stellt das grofie Verkehrsaufkommen eine erhebliche Belastung fiir den
Menschen dar. Die Rolle der Larmminderung gewinnt daher immer mehr an Bedeutung. Thr
Ziel ist es, den Larm in der menschlichen Umgebung auf ein ertrigliches Maf zu reduzieren.
Dabei werden zwei Ansétze verfolgt: Es wird versucht die Schallpegel am Empfinger selbst,
z. B. durch Abschirmung, zu minimieren, man spricht hier von Immissionsschutz. Der andere
Weg fithrt auf die Reduzierung der von der Larmquelle abgestrahlten akustischen Leistung.
Die Emission wird verringert. Der zweite Ansatz ist bei Quellen wie Flugzeugtriebwerken oder
anderen Verbrennungsmotoren angebracht.

Am Hermann-Fottinger-Institut wurde ein CAA-Verfahren! entwickelt, mit dem sich die
Schallausbreitung in axialsymmetrischen durchstrémten Kanélen wie Flugzeugtriebwerken oder
anderen Stromungmaschinen mit Verbrennung im Nahfeld simulieren lésst. Dieses Verfahren
erlaubt eine schnelle Voraussage des akustischen Abstrahlverhaltens und ermdéglicht somit eine
Optimierung der Geometrie wihrend der Entwurfsphase.

Ziel dieser Diplomarbeit ist die Erweiterung des bestehenden CA A-Verfahrens um ein exak-
teres physikalisches Modell. Im Nahfeld der oben angefiihrten Schallquellen, in denen Amplitu-
den von weit iiber 130 dB vorkommen kénnen, stellt die vereinfachte lineare Beschreibung der
stromungsakustischen Vorgénge eine zu starke Vereinfachung dar. Die lineare Theorie geht von
der Annahme kleiner Abweichungen vom Linearisierungspunkt aus. Diese Voraussetzung ist bei

LCAA ist die Abkiirzung fiir computational aeroacoustics



1 EINLEITUNG

den untersuchten Féllen nicht mehr erfiillt. Dariiber hinaus wird in dem vereinfachten Modell
die Wechselwirkung von Loésungsmoden nicht beriicksichtigt. Im Verlauf der Arbeit wird die er-
weiterte nichtlineare Theorie erarbeitet und in das bestehende numerische Verfahren integriert.
Es werden die Giiltigkeitsgrenzen des linearen Modells anhand von Vergleichsrechnungen er-
mittelt. Da die nichtlinearen Terme durch Aufsteilung der Wellen zu einer Generierung von
hoheren Harmonischen fiithren, werden Filterverfahren zur Sicherung der Stabilitéit untersucht
und miteinander verglichen.

Die Arbeit ist in vier Teile gegliedert. Das erste Kapitel befasst sich mit der Herleitung
des theoretischen Modells. Ausgehend von Bilanzgleichungen werden die nichtlinearen Euler-
Gleichungen hergeleitet und einer Zerlegung in Schwankungs- und Gleichanteile unterzogen.
Dieser Ansatz ermoglicht die Entkopplung der Akustik vom reinen Stréomungsproblem und
ldisst die beiden Probleme unterschiedlicher Skalen getrennt behandeln. Die Verwendung von
Stromungsdaten aus einer CFD-Simulation oder einem Experiment ist auf diese Weise moglich.
Anschlieflend werden die Modellgleichungen in die axialsymmetrische Form gebracht.

Im zweiten Kapitel werden numerische Verfahren beschrieben, die die Losung des kontinu-
ierlichen Problems diskret auf einem Rechner ermdéglichen. Hier liegt der Schwerpunkt auf der
Optimierung des Dispersions- und Dissipationsverhaltens der eingesetzten Schemata. Es wer-
den die optimierten DRP- und LDDRK-Verfahren fiir die ¢rtliche und zeitliche Diskretisierung
vorgestellt. Desweiteren werden stabilitidtssichernde Tiefpass-Filter und ihre Auswirkung auf
die Losung untersucht.

Das dritte Kapitel beinhaltet die numerischen Ergebnisse. Zunéchst wird das numerische Ver-
fahren getestet, um seine Auswirkung auf die physikalische Losung der folgenden Experimente
abschétzen zu konnen. Das nichtlineare physikalische Modell wird durch den Vergleich mit ex-
akten Losungen am Beispiel eines Ausbreitungsproblems und der Generierung von Oberwellen
bei harmonischer Anregung validiert. Im einer weiteren Simulationen wird die Interaktion von
Entropie- und akustischen Schwankungen untersucht. Im letztem Experiment wird die Ausbrei-
tung von Schall und einer Entropiestérung in einer Diise mit mittlerer Stromung simuliert. Die
Schallentstehung beim Durchgang der Entropieschwankung durch die Querschnittsverengung
wird in Zeitschrieben fiir Druck und Dichte sichtbar.

Die im Laufe der Arbeit gewonnenen Ergebnisse lassen die Frage nach der Berechtigung
der nichtlinearen Theorie beantworten. Es konnte gezeigt werden, dass das lineare Modell fiir
die Untersuchung von Schallquellen hoher Pegel eine starke Vereinfachung darstellt. Zu diesen
Quellen gehoren Stromungsmaschinen mit Verbrennung wie Flugzeugtriebwerke oder Gasturbi-
nen. Durch die Kopplung der Schallgeschwindigkeit an die Schwankungsamplituden im neuen
Modell wird die Generierung harmonischer Anteile hoherer Ordnung realitdtsgetreu wieder-
gegeben. Die tonale Zusammensetzung des Schalls hat einen entscheidenden Einfluss auf die
Larmempfindung. Fiir die genaue Untersuchung der Schallentstehungsmechanismen im Zusam-
menhang mit Verbrennung, also Fillen variabler Entropie, ist die auf nichtlinearen Effekten
basierende Interaktion von Entropie und Schall von grofler Bedeutung. Sie ist in dem bisherigen
Modell nicht beriicksichtigt und kann zur falschen Vorhersage des Abstrahlverhaltens fiihren.

Die im Rahmen dieser Diplomarbeit durchgefithrte Untersuchung von Filterungsmethoden
zur Unterdriickung unphysikalischer Losungen ergab eine deutliche Uberlegenheit der reinen
Filterung gegeniiber dem weit verbreiteten Ansatz der kiinstlichen Ddmpfung. Auch bei der
Verwendung von Filtern konnte ein Abklingen der physikalischen Losung beobachtet werden.
Es wurden Kriterien zur Beurteilung und zum Entwurf von Filterkoeffizienten aufgezeigt.



2 Theorie der Storungsausbreitung

In diesem Kapitel werden die Differentialgleichungen zur Beschreibung der Stérungsausbrei-
tung in einem stromenden idealen Gas hergeleitet. Das Feld ist thermodynamisch und stro-
mungsmechanisch durch die Gréflen Druck, Geschwindigkeit und Dichte beschrieben. Als St6-
rungen werden dabei Abweichungen von einem Ruhezustand dieser Gréflen bezeichnet. Sie
lassen sich ihren Eigenschaften nach in akustische, Entropie- und Vorticity-Wellen aufteilen.
Die Bezeichnung Welle ist bei den letzten zwei Storungsarten im weiteren Sinne zu interpretie-
ren. Diese breiten sich rein konvektiv aus, so dass ihre Ausbreitungsmuster nicht der géngigen
Vorstellung einer Welle als Losung der Wellengleichung der Akustik oder Elektrodynamik ent-
sprechen. Die drei Stérungsarten! lassen sich folgendermafien charakterisieren (siehe [1], [2]):

e Akustische Schwankungen sind adiabate Zustandsédnderungen. Dichte, Druck und Tem-
peratur dndern sich gleichzeitig, sie sind durch die Adiabatenbeziehungen gekoppelt. Der
Schall breitet sich mit Schallgeschwindigkeit relativ zur Stromung aus.

e Entropieschwankungen sind Stérungen der Ruheentropie. Sie breiten sich rein konvek-
tiv aus. Eine Entropiestérung kann beispielsweise durch Verbrennung entstehen. Reine
Entropieschwankung duflert sich durch die Schwankung der Dichte und Temperatur bei
konstantem Druck.

e Vorticity-Wellen sind Schwankungen der Wirbelstérke. Sie breiten sich konvektiv aus.
Diese Wellen bestehen aus einer Schwankung der Geschwindigkeitskomponenten.

!Sie werden auch Losungsmoden der Modellgleichungen genannt.
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Die letzte Storungsart wird in dieser Arbeit nicht explizit behandelt. Im ersten Teil des Ka-
pitels (2.1) werden, ausgehend von den Bilanzgleichungen der Hydrodynamik, die Gleichun-
gen fiir die fiinf Variablen o, u, v, w, p hergeleitet. Unter bestimmten Annahmen fithren
diese Bilanzen zu einem Gleichungssystem, das nach der resultierenden Bewegungsgleichung,
der Euler-Gleichung, benannt ist. Die Euler-Gleichungen stellen ein ausreichend gutes Mo-
dell zur Beschreibung des Schallfeldes dar. Im zweiten Abschnitt des Kapitels (2.1) werden
die Euler-Gleichungen einer Zerlegung in Gleich- und Schwankungsanteil unterzogen. Diese
Aufspaltung ermoglicht die Berechnung der Akustik basierend auf einem gegebenen, z. B. mit
CFD-Verfahren berechneten Stromungsfeld. Terme hoherer Ordnung, die bei der Zerlegung
entstehen, werden zwecks Untersuchung nichtlinearer Effekte beibehalten. Das hergeleitete
nichtlineare Differentialgleichungssystem besitzt die nichtkonservative Form, in der die Varia-
blen ¢, w und p in ihrer Primitivform vorkommen. Dieser Ansatz wird in der Literatur als
PErturbed Nonconservative Nonlinear Euler equations (PENNE) bezeichnet [3]. Ein Vergleich
verschiedener Ansétze zur Berechnung der nichtlinearen Stérungsausbreitung ist in [4] gegeben.
Abschnitt 2.1 befasst sich mit der Anwendung der in kartesischen Koordinaten hergeleiteten
Theorie auf den axialsymmetrischen Fall. Der Ubergang auf Zylinderkoordinaten, sowie magli-
che Vereinfachungen werden beschrieben. Im letzten Teil des Kapitels (2.4) werden Unterschie-
de der linearen und nichtlinearen Theorie anhand eines einfachen Beispielprozesses erlautert.
Giiltigkeitsgrenzen des linearen Modells werden abgeschéitzt. Die eingerahmten Gleichungen
im Text stellen wichtige Zwischenergebnisse dar und sind die Basis fiir Umformungsschritte in
folgenden Absétzen.

2.1 Hydrodynamische Grundgleichungen

Um ein dreidimensionales Storungsfeld beschreiben zu kénnen, miissen fiir die fiinf Variablen
0, u, v, w, p Gleichungen hergeleitet werden. Ausgangspunkt der Herleitung sind die Bilanz-
gleichungen der Hydrodynamik fiir ein raumfestes Volumen. Man bilanziert die Masse, um zu
einer Gleichung fiir die Dichte zu gelangen. Die Beziehungen fiir die Geschwindigkeitskompo-
nenten, bei akustischen Stérungen spricht man von Schnellekomponenten, stammen aus den
Impulsbilanzen fiir jede Raumrichtung. Die Druckgleichung entsteht durch Bilanzierung der
Energie des Fluids.
In den Herleitungen wird die substantielle Ableitung verwendet. Sie lautet
D() _ a()

Dr — o T Y0 (2.1)

und ist als Summe der lokalen und konvektiven Ableitung definiert.

Massenbilanz

Die Bilanzierung der Masse in einem raumfesten Volumen fithrt direkt auf die Kontinuitéts-
gleichung. Sie lédsst sich in Worten formulieren als

Anderung Zufluss Abfluss
der =| von | — | von (2.2)
Masse Masse Masse
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In differentieller Form lautet sie [5].

—+4u-Vo+oV-u (2.3)

Impulsbilanz

Der Impulsbilanz léasst sich in Worten formulieren als

Anderung Zufluss Abfluss Summme
des = | von | — | von | + |angreifender (2.4)
Impulses Impuls Impuls Krifte

In differentieller Form hat Sie die Gestalt

ou

Q(aterVu):Qf—VerV-T (2.5)
Bei Annahme der Reibungsfreiheit kann der Term V - 7 gestrichen werden. Im Gegensatz zu
akustischen Storungen ist diese Annahme bei Wirbelstérke-Wellen eine grobe Vereinfachung.
Als Volumenkrifte f kommen in der Realitdt die Gravitations- und die magnetische Kraft in
Frage. Es kann jedoch gezeigt werden, dass die Gravitation bei der Berechnung der Schallaus-
beitung im horbaren Bereich vernachldssigt werden kann, siehe dazu [6]. Magnetische Krifte
werden prinzipiell ausgeschlossen. Es folgt

ot

Q<8u+u-VU) =-Vp (2.6)

Dies ist die Euler-Gleichung. Sie wird auch Eulersche Bewegungsgleichung genannt.

Energiebilanz

Zur Formulierung der letzten Gleichung wird die Gesamtenergie bilanziert. Die Bilanz lautet
in Worten

Anderun
. & Zu- und Abfluss Zu- und Abfluss Leistung
innerer und .
. von + durch — |angreifender (2.7)
kinetischer ) . . ..
. Energie Waérmeleitung Krifte
Energie

In differentieller Form lautet sie [7]

3¢ <e+;!u2> +V- (gu(eJr;!u\Q)) =—V-q-V-(pu)+V-(z-w)+fu (28)

wobei e die innere Energie, %1)2 kinetischen Energie, ¢ die Wérmeleitung und r der Span-
nungstensor sind. Als néchstes wird aus der obenstehenden Beziehung die kinetische Energie
eliminiert. Dafiir wird die mit u multiplizierte Impulsbilanz von (2.8) abgezogen. Dieser Schritt
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erfordert eine grofie Anzahl von algebraischen Umformungen und wird hier {ibergangen. Das
FErgebnis dieser Umformungen lautet

d
Qéz—y-g—pz-@+;:2g (2.9)
Mit Hilfe der Gibbs-Gleichung fiir irreversible Prozesse

Tds = de +pd(o™") (2.10)

lasst sich Gleichung (2.9) in eine Gleichung fiir die Entropie umformen. Das Einsetzen von
(2.10) in (2.9) ergibt

ds

do~* -1
@Tdt—gp< 5 +u-Vo | -V-q—-pV-u+r:Vu (2.11)
Mit Hilfe der Vereinfachung (Produktregel)
9 19 9o~
0 4% 4
— 290,02 (2.12)
() 09() ()
lasst sich die Kontinuititsgleichung als Faktor aus (2.11) riickgewinnen
ds  pdo p po
S e S VI v 4 v ST v : 2.13
oT— ) 0 Quzg QY@YQJ@Y@ (2.13)
=0 wg. Kontinuitétsgl.
und eliminieren d
QT£ =-V-qg+1:Vu (2.14)
Die Gibbs-Gleichung wird in der Form
dp do
ds=Cy,— — C,— 2.15
RS (2.15)
in (2.14) eingesetzt. Das ergibt
Dp1l Dol
T v—"— — _— = — . N 21
0 (C Di p Cth9> V-g+z:Vu (2.16)
~——
=oV-u

Wie oben angedeutet, ldsst sich der rechte Summand in der Klammer mit der Kontinuitéts-
gleichung umschreiben

D
QT%<£—?pV-U>=—V-+T:Vu (2.17)
N
v

und durch die Einfithrung des Quotienten ~ weiter vereinfachen. Werden Wirmeleitung und
Dissipation aufgrund von Reibung vernachlissigt, so ergibt sich

9p

at+u-2p+7p2-g:0 (2.18)
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Diese Annahmen sind fiir die schnellen Zustandsénderungen der Akustik gerechtfertigt. Bei
Entropieschwankungen stellt die unberiicksichtigte Wirmeleitung jedoch eine starke Vereinfa-
chung dar. Bei Wirbelstiarke-Wellen bedeutet dagegen die Vernachléssigung von Reibung das
Ausschalten ihres Entstehungsmechanismus und einer prigenden Eigenschaft.

2.2 Zerlegung in Gleich- und Schwankungsanteile

Die Berechnung eines akustischen Feldes im strémenden Medium koppelt zwei physikalische
Probleme mit unterschiedlichen Skalen. Die akustischen Schwankungen sind meistens um meh-
rere Zehnerpotenzen kleiner als die der Stromung. Schlieft man Extremfille aus, so kann die
Akustik als nicht-dissipatives Wellenphénomen ohne Transport von Materie angesehen werden.
Diese Eigenschaft unterscheidet sie deutlich von der reinen Strémung. Werden die im vorigen
Abschnitt hergeleiteten Gleichungen fiir ein Stromungsproblem mit iiberlagerter Akustik nu-
merisch gelost, so stellt sich heraus, dass Standardverfahren der CFD die Akustik nur unzurei-
chend wiedergeben. Diese Verfahren sind fiir schnelle Konvergenz optimiert und besitzen meist
eine niedrige Ordnung. Fiir die Auflésung akustischer Wellen werden deshalb sehr feine Gitter
benétigt, die die Gesammteffizienz dieser Verfahren herabsetzen. Eine Losung dieses Problems
bietet die getrennte Behandlung der Akustik und der Stromung selbst. Dieser Ansatz wird
durch die Aufspaltung der Variablen g,u und p in die entsprechenden Anteile realisiert. Die
Groflen werden in einen Stromungsanteil und einen relativ dazu sehr kleinen Stérungsanteil auf-
gespalten. Der Stromungsanteil wird mit einem CFD-Verfahren, wie z. B. RANS, gel6st. Fiir die
Losung des Storungsteils kommt das in dieser Arbeit beschriebene Finite-Differenzen-Verfahren
hoherer Ordnung zum Einsatz. Die Verwendung der beiden spezialisierten Losungsmethoden
erlaubt eine hohe Effizienz.

Um aus den folgenden Gleichungen fiir Stérungsgréfien die Zeitableitungen der Stromungs-
groflen zu eliminieren und sie so losbar zu machen, miissen die letzteren dort als zeitliches
Mittel einflieflen, d.h. stationér sein. Die Informationen, die bei der zeitlichen Mittelung der
Stromungslosung zwangsweise verloren gehen, kénnen als Quellen in den Storungsgleichungen
eingesetzt werden.

Zusammenfassend lésst sich formulieren: Die Stromungsgréfien flieen als bekannte, zeitlich
konstante jedoch ortlich verdnderliche Felder der Gréflen o, u und p in die Storungsgleichungen
ein. Angelehnt an ihr zeitliches Verhalten, werden ab hier die Stromungsgrofien als Gleichanteile
und Storungsgrofien als Schwankungsanteile bezeichnet. Das Rechnen mit Abweichungen von
einem bestimmten Zustand wird in der Mathematik als Storungsrechnung bezeichnet. Die
Zerlegung hat die Form

o=00+¢
u=uy+u (2.19)
p=po+7p

wobei der Index ¢ die Gleichgréflen kennzeichnet, und ein Strich den Schwankungsanteil mar-
kiert. Im Folgenden wird die Aufspaltung auf die Grundgleichungen aus Abschnitt 2.1 ange-
wendet. Die linearisierte Form der Gleichungen ist im Anhang zu finden.
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2.2.1 Kontinuitatsgleichung
Das Einsetzen der Zerlegung (2.19) in Kontinuitétsgleichung (2.3) liefert

(oo + )

5 tuwY- (00+0)+u V(oo +0)

(2.20)
+ 00V - (ug+u)+ 0V (yg+u)=0

Nach Ausmultiplikation der Terme folgt
0¢' / :
©+uy- Voo + 00Y -+ 5 T Yo + oV u
~- (2.21)

=0 wg. Kontinuitit
+u' Voo + oV -uy+u Vo' +dV-u' =0

at

Der Gleichanteil erfiillt die Kontinuidtsgleichung und wird eliminiert. Teilweise konnen Gleich-
und Schwankungsgrofien wieder zur Gesamtgrofe zusammengefafit werden. Entsprechend (2.19)
tragen diese Variablen keine Indizes. Die nichtlineare Kontinuitétsgleichung fiir die Schwan-
kungsgrofe o lautet

/

0
8—i+w29’+g§-@’+9’2@0+Q-Y@o=0 (2.22)

Sie unterscheidet sich von der linearisierten Form nur durch die zuséitzlichen Schwankungsan-
teile im zweiten und dritten Term.

2.2.2 Euler-Gleichung
Das Einsetzen von (2.19) in die Bewegungsgleichung (2.5) ergibt

O(ugy +u')

5 (ot ) V(ug+u)| + V(po+p) =0 (2.23)

(00 + 0)

Division durch (gg + ¢') und Ausmultiplikation des Klammerausdrucks fiihrt auf

Oou ou’
8—:+§+u0 Vugy +ug - Vu' +u' - Vg (2.24)
\Y4 \7 \Y4 \Y4
bV =P P 2P0 (2.25)
+¢ te 00 00
=0

Um die Impulsbilanz fiir den Gleichanteil eliminieren zu kénnen, wird auf der linken Seite ein
Hilfsterm mit der Summe Null addiert. Die Sortierung der Terme liefert

) Vpo O
o g+ 220 4 LV Vel 44 - Vg (2.26)
ot 00 ot
=0 wg. Euler-GIl.
vy (1 1
+ = +<—>Ypo:0 (2.27)
o \e o
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Die sich im letzten Term der linken Seite ergebende Subtraktion wird mit dem Ausdruck

11 - '
( _ ) - (90 @> -_2 (2.28)
0 000 000

ersetzt. So ergibt sich schlielich

o’ vy o
— 4uy -V +u VU +d - YV + + Vpo =0 2.29
gr 0 R TR TR T 00 ) T (e + d)eo (2.29)

Dies ist die nichtlineare Eulersche Bewegungsgleichung fiir die Schwankungsanteile der Ge-
schwindigkeitskomponenten u’, v und w’'.

2.2.3 Druckgleichung
Das Einsetzen der Zerlegung in die (2.18) ergibt

) ay
§+%'zp°+woz'%+a%+uo-Zp/+u’-2po+@’-2p’ (2.30)

=0 wg. Druckgl.
+poY U + 'V g + P’V u =0 (2.31)

Nach Subtraktion der Druckgleichung fiir die Ruhegréfien erhéilt man die nichtlineare Gleichung
fiir den Schwankungsdruck

/

a—iJruo-Yp’+u’-2p’+u’-Zpo+’ypoz-@’+7p’2-u’+’yp’2uo:0 (2.32)

wobei die nicht indizierten Gréflen die Gesamtgrofien darstellen. Bis auf den Faktor v entspricht
diese Gleichung der Kontinuitétsgleichung (2.22).

2.2.4 Entdimensionalisierung

Bei der Entdimensionalisierung werden die in den Euler-Gleichungen vorkommenden physi-
kalischen Groflen durch das Produkt aus einer dimensionsbehafteten Referenzgréfie und einer
dimensionslosen Zahl ersetzt. Durch Kiirzen der Referenzgrofien erhéilt man eine dimensionslose
Gleichung. So kann eine Reihe von physikalischen Problemen, die sich nur durch ihre Skalierung
unterscheiden, durch Anpassung von Konstanten auf ein Problem reduziert werden. Weiterhin
werden durch die geeignete Wahl der Referenzgrofien alle Variablen auf eine Groflienordnung
gebracht. Das ist fiir die numerische Behandlung vorteilhaft. Die Referenzvariablen sind mit
dem Index ,.; gekennzeichnet. Sie sind in Tabelle 2.1 aufgelistet. Der vorhandene Berech-
nungscode erlaubt eine einfache Anderung der Referenzgréfien. Werden sie zu Eins gesetzt, so
werden fiir die Rechnung reale physikalische Groéflen verwendet. Dieses Vorgehen ist bei der
Implementierung zwecks vereinfachter Fehlersuche zu empfehlen.

2.3 Axialsymmetrischer Fall

In diesem Abschnitt werden die oben hergeleiteten Gleichungen fiir die Berechnung axial-
symmetrischer Fille umgewandelt. Der Sonderfall einer axialsymmetrischen Geometrie und



2 THEORIE DER STORUNGSAUSBREITUNG

Grofle  Referenzgrofle  phys. Einheit

Qref S
x R m
c, U ar 5
% Or %
p Qrag %
fo % :

Tabelle 2.1: Referenzgrofien fiir die Entdimensionalisierung der Stérungsgleichungen

Grundstromung scheint auf den ersten Blick die Anwendbarkeit des Berechnungscodes in der
Praxis stark einzuschrinken. Auf der anderen Seite jedoch, sind es die Vereinfachungen, die die
Berechnung grofler Fille in praxistauglicher Zeit erst ermoglichen. Viele stromungsoptimierte
Geometrien, von Axialverdichtern angetriebene Kanéle oder Diisen haben eine axialsymme-
trische Form. Im Folgenden werden die Schritte zur weiteren Umwandlung der Gleichungen
niher beschrieben. Das verwendete Gleichungssystem mufl zunéchst aus den kartesischen in
zylindrische Koordinaten umgeschrieben werden. Im zweiten Teil des Abschnitts werden Ver-
einfachungen, die sich aus der Annahme der Axialsymmetrie ergeben, in die Gleichungen ein-
gebracht. Es wird davon ausgegangen, dass die Ruhegréfien in Umfangsrichtung konstant sind
und Schwankungsgréfien sich in Umfangsmoden zerlegen lassen. Das Ergebnis ist eine zwei-
dimensionale Rechnung fiir jeden modalen Anteil. Das Spektrum der Anregung besteht in
den meisten Fillen aus nur wenigen dominanten Moden, so dass sich gegeniiber einer vollen
dreidimensionalen Rechnung eine deutliche Rechenzeitersparnis ergibt. Die Kombination der
2D-Rechnung mit einer Modalzerlegung wird auch als 3D-Axialsymmetrie-Ansatz bezeichnet.
Weitere Informationen zu dieser Methode sind in [8] beschrieben.

2.3.1 Zylinderkoordinaten

In Abbildung 2.1 ist die Richtung der neuen Koordinaten veranschaulicht. Die z-Richtung
bleibt unveréndert, r ist die radiale und ¢ die azimuthale Koordinate. Zur Formulierung von

Abbildung 2.1: Anordnung der Zylinderkoordinaten

10
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(2.22) bis (2.32) in Zylinderkoordinaten sind Differentialoperatoren in entsprechender Form
erforderlich. Diese sind z.B. in [9] finden. Der Gradient eines Skalars lautet

Oa Oa 10a
Va— - 2.33

+4 {&r’@r’r@gﬁ} (2:33)
Die Divergenz eines Vektors ist wie folgt definiert

Oay . da, a, . l%
Ox or r o r d¢

V-a (2.34)

Beim Ausschreiben der Divergenz ist der Zusatzterm <= in der Ableitung nach r zu beachten.
Der Gradient eines Vektors ergibt einen Tensor zweiter Stufe und lautet

dag day dag
oz ox Ox
I T day dag
Va=| %= i 5 (2.35)
10az 10ar _ 8p 104 4 ar
r dp 1 Or rr Op r

Die Koordinatentransformation wird hier exemplarisch auf die Kontinuitétsgleichung angewen-
det.

8 /
afgt tu-Vo' +oV-u'  +0V-uy +u'-Voo =0
i l l !
00 0o’ ,000 o’ ,Oug
00 0o oW 9o
tv or tv or te or te or
1 / 1 /
+—ou +—-0v0
/ 10 Tl o’ ; 0
10p ,1 000 u , 1 0wp B
e Y ae % e Yrae

An der Struktur der obigen Gleichung ist erkennbar, dass sich die Grundgleichungen in Matri-
zenschreibweise besonders iibersichtlich formulieren lassen. In dieser Form sind die axialsym-
metrischen Gleichungen im Unterabschnitt 2.3.3 angegeben.

2.3.2 Reduzierung des Rechenaufwands infolge der Axialsymmetrie

Der in diesem Abschnitt vorgestellte Ansatz hat das Ziel, den Rechenaufwand bei der Be-
rechnung dreidimensionaler, axialsymmetrischer Geometrien zu vermindern. Dafiir wird die
Periodizitdat der Storungen in Umfangsrichtung ausgenutzt. Das Ergebnis ist eine Reduktion
des Problems auf zwei Dimensionen fiir jede untersuchte Umfangsmode. Die Eigenschaft der
Axialsymmetrie wird neben der Geometrie selbst, auch von den Ruhegréfien gefordert. Wie sich
spater zeigt, ist diese Forderung keine starke Einschridnkung. Im Folgenden wird der modale
Ansatz vorgestellt. Wie schon erwdhnt, wird die Grundstromung als axialsymmetrisch ange-
nommen. Das bedeutet, dass alle Stromungskomponenten von Null verschieden sein kénnen,
sich jedoch mit dem Winkel ¢ nicht &ndern. Alle Ableitungen der Ruhegrofien sind in Um-
fangsrichtung Null. Eine axialsymmetrische Rechnung ermoglicht auch die Berticksichtigung
verdrallter Stromungen. Es stellt sich die Frage, wie die Stérungskomponenten in Umfangs-
richtung ohne die Vernetzung des Rechengebiets in diese Richtung berechnet werden kénnen.

11
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Diese Frage kann durch geometrische Uberlegungen beantwortet werden. Rollt man die kon-
zentrischen Ringe fiir ein konstantes x und r, in Abb. 2.2 (oben) zweidimensional dargestellt,
auf einer Linie ab, so ergibt sich zwangsweise eine periodische Funktion mit der Periodenlénge
2mr, dem Kreisumfang also. Diese periodische Funktion kann mittels Fourier-Reihenzerlegung
in ihre harmonischen Anteile zerlegt werden. Dieser Vorgang ist vereinfacht in Abb. 2.2 ver-
anschaulicht. Die harmonischen Anteile auf dem Umfang werden Umfangsmoden genannt. In

- = = = N AN n=7

Abbildung 2.2: Veranschaulichung der modalen Zerlegung in Umfangsrichtung

dem Beispiel aus Abb. 2.2 besteht das urspriingliche Signal aus zwei Cosinus-Anteilen und
einem Sinus-Anteil unterschiedlicher Frequenzen und Vorzeichen. In den meisten praktischen
Féllen ist es ausreichend, einige wenige der spektralen Anteile zu berticksichtigen, um das Or-
ginalsignal anzundhern. Die beschriebene Zerlegung lédsst sich mathematisch formulieren als

@(.CE, T, ¢7 t) = Z @me—imga (236)
m=0

wobei ¢ die zerlegte physikalische Grofie und m die Mode darstellt. Das Ergebnis von (2.36) ist
komplex und lisst sich als Amplitude |©,,| und Phase arg(0,,) interpretieren. Durch Anderung
der Phase wird der Verlauf einer physikalischen Gréfie in Umfangsrichtung ,, gedreht “. Ebene

12
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Wellen sind in axialsymmetrischen Geometrien in ¢-Richtung konstant und bestehen aus der
nullten Umfangsmode, es gilt m = 0.

Im Rechencode werden die physikalischen Grofien g, w und p komplex berechnet. Die nichtli-
neare Theorie koppelt im Gegensatz zur linearen Niaherung den realen und imaginéiren Anteil.
Die Vorschrift fiir die Riickgewinnung physikalischer Werte fiir die reale, dreidimensionale Geo-
metrie aus dem Komplexen lautet

M
q(r, @, z,t) = Z (gm&m(r, z,t) cos(mep) + Dynm sin(mcp)) (2.37)

m=0

Die Groflen Do m und Dy werden vom Rechencode direkt berechnet.

Es muss an dieser Stelle angemerkt werden, dass der modale Ansatz in seiner jetzigen Form
keine nichtlineare Ausbreitung in Umfangsrichtung beriicksichtigt. Er ist nur fiir die nullte Mo-
de exakt und stellt fiir hdhere Moden eine lineare Nidherung dar. Die nichtlineare Behandlung
ist bei der Untersuchung nur einer Frequenz nicht méglich. Eine Vervollstdndigung des Mo-
dells kénnte z. B. auf der Methode der sukzessiven Approximationen [10], [11] basieren. Durch
das fehlen des Superpositionsprinzips bei nichtlinearer Rechnung kénnen Ergebnisse fiir die
einzelnen Moden nicht einfach addiert werden.

2.3.3 Matrixform der Gleichungen

Nach den bis jetzt ausgefithrten Schritten werden die Gleichungen zusammengefasst. Nach
geschickter Aufteilung der vorkommenden Terme lassen sich die Gleichungen in Matrixform
formulieren. Sie lautet

dq 0q Jqg 1
2= A =_-B.-=_--C.q-D- 2.38
ot = OJx = Or r= i4=£4 ( )
Der Vektor g enthélt die Schwankungsgrofien des akustischen Feldes und ist definiert als
T
q=(d,u, v, w', p) (2.39)
Die Matrizen A, B,C und D lauten
ug +u 0o+ 0 0 0 0
0 ug + v’ 0 0 e
A= 0 0 up + o’ 0 0 (2.40)
0 0 0 uo + u’ 0
0 v(po +p') 0 0 up + o’
vo + v’ 0 o0+ 0 0 0
0 vg + v’ 0 0 0
! 1
0 0 0 vo + v 0
0 0 v(po + ') 0 vy + v’
vo — tm(wo + w'") 0 o0+ 0 —im(go + o) 0
0 —im(wo + w') 0 0 0
C= 0 0 —tm(wo + w') —2wp — w' 0
0 0 wo + w’ vo — tm(wo + w') —imﬁ
0 0 Y(po +p') —imy(po +p')  yvo — im(wo + w')
(2.42)

13
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Qug | dvg do0  Boo
(890 + 87“) ox or 0 0
1 _ 900 dug dug 0
(co+0)oo dx Oz Or
D=1__1_ 000 v v 0 (2.43)
- (00+0")oo Or 8833 887"
wo wo
0 ) 88; 0 ) 0 )
9po ogpPo oug ovo
0 ox or 0 ’Y( ox + Br)

Die Koeffizientenmatrizen fiir den linearen Fall sind im Anhang zu finden. Sie unterscheiden
sich durch das Fehlen der Schwankungsgréfien.

2.4 Anwendungen der nichtlinearen Theorie

In den meisten Publikationen und Lehrbiichern zum Thema Akustik findet man die linearisierte
Form der oben hergeleiteten Gleichungen. Es stellt sich die Frage, in welchen praktischen
Fillen die Anwendung der nichtlinearen Theorie notwendig ist. Die linearen Euler-Gleichungen
und die dazugehorige Wellengleichung fiir ein ruhendes Medium bieten eine ausreichend gute
Approximation fiir eine Vielzahl von Féllen. Sie sind dort einsetzbar, wo die Schallpegel fiir
direkte menschliche Umwelt typischen Werte erreichen. Thr Hauptvorteil und der Grund fiir die
weite Verbreitung liegt in der Mathematik. Erst durch die Linearisierung wird der Zugang zu
analytischen Losungen ermdglicht. Ohne auf numerische Methoden zuriickgreifen zu miissen,
lassen sich geschlossene Losungen finden — das Superpositionsprinzip gilt.

Untersucht man die Quellen des Lérms, z.B. Verbrennungsmotoren in Flugzeugen, so stellt
man fest, dass die dort herrschenden Pegel durch die linearisierten Beziehungen nicht mehr
richtig wiedergegeben werden. Um die Zusammenhénge bei der Lirmentstehung verstehen zu
konnen, mufl die nichtlineare, nicht vereinfachte, Theorie angewendet werden. Um zwischen
dem Einsatz beiden Theorien entscheiden zu kénnen, miissen ihre Unterschiede und Giiltig-
keitsbereiche bekannt sein. Im Folgenden wird dies qualitativ und quantitativ untersucht.

Schallwellen kénnen mit guter Niherung als ein isentroper Vorgang beschrieben werden. Die
adiabate Zustandsinderung kann als ein Pumpprozess in einem abgeschlossenen System? in-
terpretiert werden. Dieser Vorgang ist in Abb. 2.3 skizziert. Auf der Abszisse ist das spezifische
Volumen aufgetragen, das dem Kehrwert der Dichte entspricht. Die Bewegung des Kolbens
nach links verursacht eine Kompression der Luft im Kolben. Lésst man die der Akustik inhé-
rente Dynamik aus der Betrachtung heraus, so kann dieser Vorgang als eine akustische Stérung
betrachtet werden. Die Akustik hat die Adiabate als ,,Kennlinie“. Die Druck-Dichte-Beziehung
soll néher untersucht werden. Die Adiabatengleichung fiir diese Groflen lautet

P 0

- <9> (2.44)

Py 00
wobei v das Verhéltnis der Warmekapazitéaten E—Z ist. Wie man sofort erkennt, sind diese
Gleichungen nichtlinear. Ziel der Linearisierung ist es (2.44) durch eine Gerade anzundhern.
Diese wird tangential an den Arbeitspunkt angelegt. Der Punkt liegt sinnvollerweise bei den

Ruhegrofien pg und gg fiir den ungestorten Zustand. Man kann zeigen, dass die Steigung der
Geraden

¢ =vPo/eo (2.45)

Zkein Austausch von Energie iiber die Wénde, ideale Isolierung

14
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Abbildung 2.3: Vergleich linearer und nichtlinearer Theorie am Beispiel einer einfachen Zu-

standsédnderung

betriagt. Bewegt man den Kolben in Abb. 2.3 mit einer zum Ruhevolumen relativ geringen
Amplitude, so ergeben sich fiir die Adiabate und die lineare Naherung dhnliche Druckverldufe.
Bei steigender Amplitude werden die Abweichungen fiir die beiden Kennlinien jedoch unzu-
lissig groB. Diese Uberlegungen sollen jetzt auf den realen Fall iibertragen werden. Zuvor soll
noch ein fiir die nichtlineare Akustik charakteristisches Maf} eingefiithrt werden.

Die Wurzel der Adiabatensteigung beschreibt die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Schalls.

Es gilt
c=+/"vP/o (2.46)

Im Gegensatz zur linearen Rechnung &dndert sich ¢ laufend mit der Amplitude. Das hat zur
Folge, dass Schallwellen in Gebieten hohen Drucks (Dichte, siehe (2.44)) schneller propagieren,
als in Gebieten niedrigen Drucks. Ein Sinus-Signal steilt sich proportional zur zuriickgelegten
Entfernung zu einer N-formigen Welle auf. Die Entfernung, nach der sich die Maxima eines
Signals in einer ebenen Welle iiberschlagen und Sto8e bilden, wird Stofibildungsstrecke (engl.
shock formation distance) genannt. Fiir ein periodisches Signal der Kreisfrequenz w betrégt sie
nach Blackstock [10]

pe (2.47)
 PBugw '

wobei ug die Spitzenamplitude der Schnelle, ¢y die Ruheschallgeschwindigkeit und 3 der Nicht-
linearitétskoeffizient® ist [10]. Die Gleichung zeigt, dass sich der EinfluBl der Nichtlinearitit

3Fiir ideale Gase gilt 8 = (y +1)/2
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Tabelle 2.2: Vergleich von Schalldruckpegel, Druck- und Dichteamplituden, akustischer Mach-
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zahl und Stoflbildungsstrecke bei Normaldruck

L,  Plns [Pal  ul,,, [m/s] M Z bei 1kHz [m] T bei 10kHz [m]
0 2x107%  485x107% 1.41x107'0 3.23x108 3.23 x 107
70 6.32x1072 1.53x107* 4.46x 1077 1.02 x 10° 1.02 x 10*
90 0.63 1.53x 1073 446 x107%  1.02 x 10* 1.02 x 103

110 6.32 1.53 x 1072 4.46 x 107° 1.02 x 103 102

120 20 485 x 1072 1.41x 1074 323 32.3

130 63.2 0.15 4.46 x 10~ 102 10.2

140 200 0.48 1.41 x 1073 32.3 3.23

150 632 1.53 4.46 x 1073 10.2 1.02

iiber die Ausbreitungsstrecke kumuliert. Unterschiedliche Amplituden kénnen also zu gleichen
Verzerrungen fiihren.

Tabelle 2.2 gibt eine Ubersicht iiber die Amplituden und StoBbildungsstrecke abhiingig von
Schalldruckpegel. Anhand der Stobildungsstrecken lisst sich ein Schalldruckpegel von grob
135 dB als Grenze der linearen Approximation festlegen. Tabelle 2.2 beriicksichtigt keine Entro-
piestorungen, d. h. Verschiebungen der Ruhedichte, der Stromung. Deren Einfluf auf die Lésung
im nichtlinearen Fall wird in Kapitel 4 experimentell untersucht.
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3 Numerische Verfahren

Die im vorigen Kapitel hergeleiteten nichtlinearen Gleichungen sind nur in einigen wenigen Fl-
len analytisch l6sbar. Die Losungen fiir reale Geometrien sind hauptséchlich auf numerischem
Wege erreichbar. Numerische Verfahren basieren im Allgemeinen auf der Umwandlung kon-
tinuierlicher Gleichungen in eine Reihe von einfacheren algebraischen Operationen endlicher
Anzahl, mit den sich die Losung eines Problems nidherungsweise berechnen ldsst. Numeri-
sche Algorithmen sind mit ihrer definierten Abfolge besonders gut fiir die Programmierung
auf Computern geeignet. Wie die Namen bekannter Verfahren andeuten, wurde die Numerik
schon lange vor der Erfindung elektronischer Rechner entwickelt. Der in der vorliegenden Ar-
beit verwendete Ansatz zur numerischen Losung des partiellen Differentialgleichungssystems
aus Kapitel 2 basiert auf dem Finite-Differenzen-Verfahren. Die Gleichungen werden fiir die nu-
merische Berechnung zuerst aus der kontinuierlichen Form in die diskrete Form umgewandelt.
Das bedeutet, dass, im Gegensatz zur analytischen Rechnung, die vorkommenden Funktionen
nur an einer begrenzten, finiten (lat. finire ,begrenzen®) Anzahl von Orten und Zeitpunkten
berechnet werden.

Die raumliche Diskretisierung wird im Abschnitt 3.1 beschrieben. Es werden Moglichkeiten
zur Optimierung des Schemas im Bezug auf das Auflosungsvermogen vorgestellt. Als Zeitinte-
gration wird ein ebenfalls optimiertes Runge-Kutta-Verfahren eingesetzt, das in Abschnitt 3.2
erliutert wird. Um die diskretisierten Gleichungen anwenden zu kénnen, muss das Rechen-
gebiet zunéchst mit einem Gitternetz iiberdeckt werden. Das hier erforderliche strukturierte
Rechengitter erfordert bei praktischen Anwendungen den Ubergang in ein krummliniges Ko-
ordinatensystem. Dieses Thema wird im Teil 3.3 beschrieben.

17



3 NUMERISCHE VERFAHREN

Eins der wichtigsten Themen bei numerischer Behandlung der Euler-Gleichungen sind Rand-
bedingungen. Die begrenzte Anzahl von Rechenpunkten macht bei Berechnungen unberandeter
Probleme nichtreflektierende Randbedingungen erforderlich. Dieser Thematik ist Abschnitt 3.4
gewidmet.

Um die Richtigkeit der Diskretisierung sicherzustellen muss eine Reihe von mathematischen
Bedingungen erfiillt sein. Die Differenzengleichungen miissen in ihre Ursprungsdifferentialglei-
chungen iibergehen, wenn die Schrittweite h gegen 0 geht. Diese Eigenschaft heiffit Konsistenz.
Die gleiche Forderung gilt auch fiir ihre Lésungen und wird Konvergenz genannt. Die letzte, in
der Praxis jedoch am schwierigsten zu erfiillende Bedingung, ist die Stabilitdt. Methoden zur
Sicherung der Stabilitdt durch kiinstliche Dampfung oder Filterung werden im Abschnitt 3.5
beschrieben. Das Kapitel wird durch einen Vergleich der Ableitungs- und Filterschemata ab-
geschlossen. Die Gegeniiberstellung der Schemata ldsst das Funktionsprinzip besser verstehen.

3.1 R&dumliche Diskretisierung

Die Approximation der rdumlichen Ableitungen erfolgt mittels finiter Differenzen. Die allge-
meine Formulierung dieser Approximation lautet

M
8u> 1
- A UL (3.1)
<83: ;. Az Py

wobei [ den diskreten Punkt, an dem die Ableitung gebildet wird, bezeichnet. Dabei ist Ax
die Schrittweite. In Abb. 3.1 sind die an der Ableitung beteiligten Punkte veranschaulicht.

-3 1-2 1I-1 1 I+1 I+2 1+3

00000000000

N~ N~
N M

Abbildung 3.1: Veranschaulichung des Koeffizientenschemas zur Bildung der Ableitung

Das Koeffizientenschema zur Bildung der Ableitung wird im Fachjargon auch stencil (engl.
Schablone) genannt. Ist die Anzahl der an der Approximation beteiligten Punkte vor und nach
dem Ableitungspunkt gleich, d.h. M = N, so spricht man von einem zentralen Differenzen-
quotienten. Schemata mit N # M heiflen vor- und riickwértige, oder generell asymmetrische
Differenzenquotienten. Die Koeffizienten a; berechnet man iiber eine Taylor-Reihe. Die allge-
meine Formulierung der Vorschrift lautet

M M M
> a;=0, D aij=1, D aiih =0 (3.2)
j=—N N j=—N

=
mit k = 2,... N + M. Dieses Gleichungssystem mit N + 1 + M linearen algebraischen Glei-
chungen legt die Koeflizienten a; eindeutig fest. Soll eine Ableitung in der Randzone des
Rechengebietes bestimmt werden, so miissen asymmetrische Differenzenschemata verwendet
werden. Die Bestimmung ihrer Koeffizienten ist durch die entsprechende Wahl von N und M
mit (3.2) moglich.
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3.1.1 DRP-Schemata

Fiir die Berechnung der Wellenausbreitung ist das Dissipations- und Dispersionsverhalten der
Differenzenschemata von besonderer Bedeutung. Ein Differenzenschema kann Signale nur bis zu
einer bestimmten Wellenldnge auflésen. Bei sehr kurzen Wellenldngen wird der Amplituden-
und Phasenfehler grofl. Das heifit, ab einer bestimmten Wellenldnge entspricht die von der
Numerik wiedergegebene Wellenzahl nicht mehr der physikalischen. Das Verhalten lésst sich
durch den Ubergang vom Ortsbereich in den Wellenzahlbereich einfacher untersuchen. Auf Gl.
(3.1) wird die 6rtliche Fourier-Transformation

fll) = PUf@) = [ fa)e e da (33)
angewendet. Die Transformation ergibt
- i . -
i by f (k) ~ i (Aw Z_:N ajezkavAff) flky) (3.4)

Der Vergleich beider Seiten macht deutlich, dass sich die von der Differenzenformulierung
wiedergegebene Wellenzahl k, von der physikalischen unterscheidet. Die numerische Wellenzahl
wird hier durch einen Querstrich gekennzeichnet und lautet

.M

ky = Aix Z ajetke B (3.5)

j=—N

Idealerweise miisste k, = k, gelten. Jede Abweichung von dieser idealen Beziehung indiziert
einen Fehler der Approximation. Der Imaginirteil von k, ist fiir den Amplitudenfehler ver-
antwortlich, der Realteil beeinflusst die Phase. Im Folgenden werden nur zentrale Schemata
untersucht, deren symmetrische Koeffizienten a; = —a_; keinen Imaginérteil in (3.5) erzeugen.
Daher kann sich die folgende Untersuchung nur auf den Phasenfehler, die Dispersion beschrin-
ken.

Tam und Webb [12] haben mit dem Dispersion-Relation-Preserving Scheme (DRP) ein Dif-
ferenzenschema vorgestellt, das beziiglich des Dispersionsfehlers besonders gute Eigenschaften
besitzt. Die Idee besteht darin, eine oder mehrere Gleichungen des Systems 3.2 durch Mini-
mierungsgleichungen fiir den Fehler, hier £ genannt, im gesamten nutzbaren Wellenzahl-Band

U
E = / \kAz — EAz|? dkAz (3.6)
G

zu ersetzen. Das bedeutet, es wird versucht, k in einem moglichst weiten Bereich dem physi-
kalischen k folgen zu lassen. Dabei ist darauf zu achten, dass der Optimierungsbereich in &
nicht unnotig grof§ wird und somit nichtrelevante Wellenldngenbereiche auf Kosten relevanter
Bereiche optimiert werden. Bei der Optimierung verliert man also Genauigkeitsordnungen, ge-
winnt aber an Auflosung im Wellenzahlbereich. Das Gesamtergebnis ist eine groflere maximal
zuldssige Gitterweite, was eine Reduzierung des Rechenaufwands bedeutet. Die Durchfithrung
der Optimierung geht iiber den Rahmen dieser Arbeit hinaus und wird deshalb hier nicht
vorgestellt. Ergebnisse der Optimierung sind in [12] zu finden. Sie sind in Abb. 3.2 dargestellt.
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Abbildung 3.2: Vergleich der dimensionslosen numerischen und physikalischen Wellenzahl fiir

optimierte und nichtoptimierte Verfahren

Die Verldufe der Kurven kénnen anschaulich interpretiert werden. Die Wellenzahl k, wird
der Einfachheit halber zu Eins gesetzt. Dann folgt aus der komplexen Wellendarstellung,

fla) = eh=* (3.7)

dass eine ebene Welle in z-Richtung eine Wellenldnge von 27 hat. Aus Abb. 3.2 wird das
maximale k,Az bestimmt, bei dem die Abweichung von k,Ax noch tolerierbar ist. Fiir das
7-Punkte-Schema vierter Ordnung ergibt sich etwa 1.16. Als maximale Schrittweite Ax ergibt
sich also auch 1.16, da k Eins ist. Teilt man die Wellenlénge durch die maximale Schrittweite,
so erhélt man die Mindestzahl an Punkten in den die Wellenperiode ,,unterstiitzt* werden muss.
Diese Zahl wird im Englischen points per wavelength, abgekiirzt PPW, genannt. Sie betragt
fiir das hier vorgestellte und im Rechencode verwendete Differenzenschema etwa 5.4.

Bei Erhohung der Punkteanzahl im Differenzenstern sinkt die pro Wellenldnge bendtigte
Anzahl von Punkten. Das theoretische Minimum ist durch das Shannon-Theorem diktiert und
liegt bei zwei Punkten pro Wellenldnge. Diese Bedingung erklédrt das Abknicken der Kurven
und die Nullstelle bei 7 in Abb. 3.2.

3.2 Zeitliche Diskretisierung

Die zeitliche Diskretisierung basiert prinzipiell auf dem Runge-Kutta-Verfahren'. Mehrstufi-
ge RK-Verfahren sind wegen der relativ hohen Stabilitétsgrenze bei CFD-Anwendungen weit
verbreitet. Der Wellencharakter akustischer Felder stellt wesentlich hthere Anforderungen an
das Dispersions- und Dissipationsverhalten des verwendeten numerischen Algorithmus, als dies

!Carl Runge % 1856, t 1927, Wilhelm Martin Kutta x 1867, T 1944, deutsche Mathematiker.
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bei reiner Stromungssimulation der Fall ist. Die Schrittweite ist nicht mehr durch die Stabili-
tatsgrenze, sondern durch den Amplituden- und Phasenfehler diktiert. Es bietet sich an, das
klassische Verfahren an die Bediirfnisse von CAA anzupassen.

Im Folgenden wird die Optimierung hinsichtlich des Amplituden- und Phasenfehlers vorge-
stellt. Die resultiert in dem Low-Dissipation and -Dispersion Runge-Kutta (LDDRK) Schema.
Dieses optimierte Verfahren wird in dem verwendeten Rechencode in der 5/6-stufigen alter-
nierenden Variante eingesetzt. Anschlieffend wird auf die speichereffiziente 2/N-Storage Imple-
mentierung des Verfahrens eingegangen.

Betrachtet wird eine Differentialgleichung in der Form
v
dt

Die allgemeine Formulierung eines expliziten s-stufigen RK-Verfahrens der Ordnung p lautet

F(t,U(1)) U(to) = Uo (3.8)

S
un+1 =" + hz bik‘l‘
i=1
i1 (3.9)
k‘i =F t"—i—hcl-,y”—i-hZaijkj
j=1
wobei ¢; = Z;;ll a;j, © =1...s und h die Schrittweite ist. Die Koeffizienten in (3.9) werden
iiber die Ordnungsbedingungen [13]

(1.0) Zbi =1, (4.0) Zbic;” = %,
(2.0) Zbici =—, (4.0) Zbiciaijcj = %a

1
(3.0) Y bic} = <, (4.0) ) biagc; =13
1

1
(3. O) Zbiaijcj = 6, (4. O) Zbiaijajkck = ﬂ

bestimmt. In Klammern ist jeweils die dazugehorige Ordnung angegeben. Alle Indizes der
obigen Gleichungen laufen von 1 bis s. Die Bedingungen lassen sich aus der Taylor-Reihenent-
wicklung gewinnen. Das Rechenschema des RK-Verfahren wird am Beispiel der vierstufigen
Variante vierter Ordnung in Abbildung 3.3 veranschaulicht.

(3.10)

Wl RN

y" = Startwert

kl = F(tn7 yn)

ko= F(t" + %,y" + %k‘l)

ks = F(t" + %,y” + %kg)

ky = F(t"™ y" 4 hk3)

Yt =y 4+ B(ky + 2k + 2k3 + k)

Der erste Naherungshalbschritt wird anhand der Steigung & im Punkt (¢, y™) bestimmt. Mit
der Steigung am ersten Naherungspunkt ko wird ein neuer Ndherungshalbschritt ausgefiihrt.

Mit seiner Steigung ks wird dann ein Naherungsvollschritt gemacht. Dort wird die Steigung
k4 berechnet. Die vier Steigungen flieBen in die Integration des Punktes (t"*1,¢"*1!) ein.
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n+l1

n n+1

Abbildung 3.3: Veranschaulichung des Runge-Kutta-Verfahrens

Das oben beschriebene Verfahren besitzt vier Stufen und ist von vierter Ordnung. Es besitzt
folglich die groftmogliche Genauigkeitsordnung bei der gegebenen Anzahl von Stufen. Fiir die
Berechnung der Wellenausbreitung ist es jedoch sinnvoll, ein anderes Optimierungskriterium
bei der Wahl der Koeffizienten zu wihlen. Hu et al. [14] haben mit dem LDDRK-Verfahren
ein besonders dispersions- und disipationsarmes Diskretisierungsschema vorgestellt. Die Opti-
mierung verlduft analog zu der in 3.1.1 beschriebenen Vorgehensweise, durch Ersetzung von
Ordnungsbedingungen durch Minimierungsgleichungen fiir den Amplituden- und Phasenfehler.

Zur Untersuchung dieses Fehlers geht man aus dem Zeitbereich in den Frequenzbereich iiber,
siehe [15]. Das wird durch eine Laplace-Transformation erreicht.

U =c{Uu()

l\D\H

oo

/U ) etdt (3.11)
0

Die rekursive Gleichung (3.9) 148t sich in die explizite Form

Uty + At) )+ Z cr(AtY (3.12)

8tJ

iiberfithren. Die Laplace-Transformation der obigen Gleichung liefert fiir die linke Seite (Ver-
schiebungssatz) .
Ut = WAt (3.13a)

und fiir die rechte (Differentiationssatz)
p A . — A
Z (—iwAt) | " = e~ WAL (3.13Db)

Zwei einander folgende Zeitschritte werden nun durch einen Faktor ins Verhiltnis gesetzt.

41
r= UUn (3.14)
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Der komplexe Verstirkungsfaktor  enthilt sowohl die Anderung der Amplitude als auch den
Phasenunterschied zwischen den Zeitschritten. Um den Einfluss des Diskretisierungsverfahrens
zu untersuchen, wird der exakte und der numerische Faktor, mit r. und r; bezeichnet, in
Relation gesetzt. Der erste ist aus (3.13a) ableitbar und lautet

T = e WAl (3.15)
Aus (3.13b) folgt fiir ry
S
rg=e WAL =1 4 Z cj(—iwAt)? (3.16)
j=1

Der exakte Faktor 7. ist anschaulich interpretierbar. Beobachtet man eine harmonische Schwin-
gung konstanter Amplitude an einem festen Ort, so dndert sich mit der verstrichenen Zeit At
periodisch nur die Phase. Die Amplitude bleibt konstant. Genau das gibt der Term e WAt
wieder. Er ist ein drehender Zeiger der Linge Eins in der komplexen Ebene. Der Fehler der
diskreten Approximation wird durch Quotientenbildung von (3.15) und (3.16) erhalten. Er
wird in Phase und Betrag ausgedriickt.

Td _ yeio (3.17)

Te
Dabei beschreibt ¢ das Dissipationsverhalten des Verfahrens. Im Idealfall betrégt diese Grofle
Eins. Mit o wird der Dispersionsfehler (im Bogenmaf) beschrieben. Ist er Null, so liegt keine
Dispersion vor. Reale Verldufe von 1 und o sind in den Abbildungen 3.4 und 3.5 gegeben. In
den Diagrammen lassen sich bestimmte Grenzpunkte definieren, anhand derer sich verschiede-
ne Verfahren vergleichen lassen. Mit L wird die Genauigkeitsgrenze bezeichnet. Sie schrinkt
den Bereich ein, in dem ¢ und o einen noch akzeptierbaren Fehler verursachen. Fiir alle kiir-
zeren Wellenldngen gibt das numerische Verfahren die physikalischen Zusammenhénge nicht
mehr korrekt wieder. Folgt man der ¢-Kurve weiter in Richtung hoherer wAt, so schneidet sie
die (¢ = 1)-Linie und steigt dann unbeschrénkt weiter. Das Verfahren wird instabil. Dieser
Schnittpunkt wird als Stabilitdtsgrenze R bezeichnet.

Das Bestreben der Optimierung ist es, den nutzbaren Bereich des Verfahrens moglichst zu
erweitern, d.h. L zu erhéhen. Der Unterschied zwischen r; und r. soll moglichst klein sein.
Man definiert den Fehler als

7q — Te|? (3.18)

Die Summe dieses Fehlers soll in dem Bereich 0 bis I' minimal sein. Diese Forderung lésst sich
als Integral formulieren und hat die Gestalt

2

r S
E = / 1+ Z cj(—iwAtY — 77| d(wAt) = MIN (3.19)
0 j=1

Wenn das Verfahren mindestens die Fehlerordnung p besitzen soll, so miissen fiir p Koeffizien-
ten die Bedingungen (3.10) erfiillt sein. Soll beispielsweise ein sechsstufiges Verfahren optimiert
werden und die vierte Ordnung beibehalten werden, so bleiben zwei Koeffizienten fiir die Op-
timierung frei. Es kann gezeigt werden, dass die Erchung der Stufenzahl bei gleichzeitiger
Optimierung die Effizienz erhchen kann.
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Abbildung 3.4: Dissipationsfehler 1 verschiedener Runge-Kutta-Verfahren

Alternierende Verfahren

Bei alternierenden Verfahren handelt es sich um Integrationsmethoden, bei denen sich zwei
Schemata unterschiedlicher Stufenanzahl bei jeder Iteration periodisch abwechseln. Der Name
LDDRKS56 driickt also aus, dass sich bei der Integration ein fiinf- und sechs Schema abwechseln.
Der Vorteil dieser Technik liegt in der Moglichkeit, beide Teilverfahren kombiniert optimieren
zu konnen. Dadurch steigt die Anzahl der freien Koeffizienten und erh6ht somit die Wirkung der
Optimierung, ohne die Ordnung stark abzusenken [14]. Der Gesamtverstirkungsfaktor beider
Stufen betrigt 7172 und entsprechend ist der Fehler |r172 —r2|. Die Minimierung verliuft analog
zu (3.19).

Tabelle 3.1: Vergleich der Genauigkeits- und Stabilitétsgrenze verschiedener RK- und LDDRK-

Verfahren
Schema Ordnung Stufen L R
RK4 4 4 0.67 2.83
LDDRK46 4 4/6 1.64 2.52
LDDRK56 4 5/6 2.00 2.85
LDDRKG6 4 6 1.75 1.75
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Abbildung 3.5: Dispersionsfehler ¢ verschiedener Runge-Kutta-Verfahren

3.2.1 2N-Storage-Form

Die Implementierung des RK-Verfahrens im verwendeten Rechencode erfolgte in der in [16] und
[13] beschrieben 2 N-Storage-Form. Diese Implementierung kommt mit nur 2N Speicherplitzen
aus, wobei N die Anzahl der Freiheitsgrade (Anzahl der Variablen x Anzahl der Gitterpunkte)
bezeichnet. Das Prinzip dieser speichereffizienten Implementierung basiert darauf, dass Infor-
mationen aus vorigen Zeitschritten nicht iiberschrieben werden, sondern in der Berechnung
weiter verwendet werden. Die Gleichung (3.9) nimmt jetzt die Form

—1,...,s (3.20)
U = ui—1 + Biw;

w; = ow;—1 + hF(ti—laui—l)} ;

an. Die Koeffizienten o; und 3; werden aus Beziehungen zwischen a;; und b; gewonnen. Eine
detaillierte Beschreibung ist z. B. in Stanescu et al. [13] zu finden. Die im Rechencode verwen-
deten Koeffizienten sind in Tab. A.4 aufgelistet. Da es sich bei der 2N-Storage-Form lediglich
um eine Neuordnung des Rechenalgorithums handelt, werden die grundlegenden Eigenschaften
des RK-Verfahrens nicht verdndert. Nicht alle Verfahren lassen sich in die 2N umschreiben, sie-
he dazu [16]. Der Unterschied zwischen der Standard- und der 2/N-Storage-Form ist in Abb. 3.6
veranschaulicht. Die Ké&stchen im unteren Teil der Skizze symbolisieren die Speicherbelegung.

3.3 Rechengitter

Die Diskretisierung erfordert eine Zerlegung des Rechengebiets in eine begrenzte Anzahl von
Untergebieten bzw. Stiitzstellen. Die rdumliche Anordnung dieser Untergebiete wird als Re-
chengitter bezeichnet. Gitter lassen sich anhand ihrer Struktur in zwei Haupttypen einteilen:
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Abbildung 3.6: Vergleich der Speichernutzung bei der Standard- und 2/N-Storage-Implemen-
tierung des RK-Verfahrens

e Strukturierte Gitter haben eine geordnete Form. Sie werden im zweidimensionalen Fall
von I x J sich scheidenden Kurven (oder Geraden als Sonderfall) gebildet. Diese Kur-
ven verlaufen entlang der Koordinatenrichtungen. Die Maschen des Gitters haben also
immer vier Ecken. Aufgrund der reguléren Form lassen sich besonders einfach Differen-
zenschemata einsetzen. Strukturierte Gitter konnen in Matrixform abgespeichert werden.
Im einfachsten Fall miissen fiir die Erzeugung des Gitters nur die Schrittweite und die
Anzahl der Punkte pro Richtung I, J gegeben sein. Bei komplexen Geometrien steigt
der Aufwand jedoch betrichtlich. Im allgemeinen miissen krummlinige Koordinaten und
Mehrblockgitter verwendet werden. Eine unnétige Haufung von Rechenpunkten bei die-
sem Gittertyp kann sich negativ auf die Effizienz auswirken.

e Unstrukturierte Gitter haben keine regelméfiige Anordnung. Ihre Knoten kénnen im
Rechengebiet beliebig verteilt sein. Durch Verwendung dreieckformiger Elemente (2D)
ist jede Anzahl von Stiitzstellen vernetzbar. Bei der Speicherung solcher Gitter miissen
die Koordinaten jedes Punktes und ihre Zuordnungsliste zu Elementen abgelegt werden.
Die geometrische Freiheit ermo6glicht eine einfachere, automatische Vernetzung komplexer
Geometrien, wobei die Punktedichte gesteuert werden kann.

Beispiele oben beschriebener Gittertypen sind in Abb. 3.7 dargestellt. Das im Abschnitt 3.1
beschriebene FD-Verfahren bendtigt ein strukturiertes Gitter. Alle folgenden Ausfithrungen
beziehen sich auf diesen Gittertyp in zwei Raumdimensionen. Die bei weitem wichtigste Ent-
scheidung bei der Erzeugung eines Gitters fiir akustische Berechnungen ist die Festlegung
der maximal zuldssigen réumlichen Schrittweite. Diese muss, im Gegensatz zu CFD-Gittern,
im gesamten Rechengebiet eingehalten werden. Sie entscheidet iiber die Stabilitit und das
Dispersions- und Dissipationsverhalten des Verfahrens (siehe Abschnitt 3.1.1). Steht das Aufls-
sungsvermdogen des Verfahrens fest, so muss die kleinste vorkommende Wellenlénge abgeschétzt
werden, um die Gitterweite zu bestimmen. Dabei sind folgende Faktoren zu beachten:

e Verkiirzung der Wellenléinge bei Ausbreitung gegen eine Stromung (Dopplereffekt).

e Bei Problemen nichtlinearer Akustik werden hthere Harmonische der Grundschwingung
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Abbildung 3.7: Beispiele eines strukturierten (links) und unstrukturierten (rechts) Gitters

generiert. Abhéngig von Amplitude und Lauflinge der Wellen kénnen St68e in der Losung
auftreten.

e Entropiewellen haben wegen der konvektiven Ausbreitung meistens deutlich kiirzere Wel-
lenldngen als akustische Wellen.

Bei der Berechnung akustischer Felder muss meistens die Ausbreitung in alle Richtungen
angenommen werden. Es ergeben sich fiir alle Raumdimensionen gleiche Maximalschrittweiten,
es gilt Az = Ay.

3.3.1 Krummlinige Koordinaten

Bis auf einige wenige Félle besitzen reale Geometrien keine rechteckige Form wie etwa in
Abb. 3.7 dargestellt. Die Einschrankung, die die Verwendung kartesischer Koordinaten mit sich
bringt, muss fiir die Behandlung praktischer Félle aufgehoben werden. Von einer stufenartigen
Approximation abgesehen, stellt nur der Ubergang in ein krummliniges Koordinatensystem
eine Alternative dar. So kann ein Rechennetz generiert werden, dessen Gitterlinien Kérperkon-
turen folgen und somit eine einfache Implementierung von Randbedingungen ermoglichen.
Um einen Punkt eindeutig im Raum zu beschreiben, wird ein Satz von Basisvektoren (die
Basis) und die dazugehérigen Koordinaten benotigt. Ein Ortsvektor hat z. B. die Form

T =g,

Im kartesischen Koordinatensystem sind diese Basisvektoren (meistens e; genannt) értlich kon-
stant, orthogonal und haben die Lange Eins. Bei der Lokalisierung eines Punktes wird auf die
Angabe der Basisvektoren wegen ihrer Konstanz meistens verzichtet. Die Information steckt
in den Koordinatan. Mit der Transformationsbeziehung

zi = xi(§5) (3.21)

entsteht ein neues Koordinatensystem, in dem sich ein Punkt im Raum durch die neue Grofle
&; beschreiben lésst. Um die in Abschnitt 3.1 beschriebenen numerischen Verfahren anwenden
zu konnen, muss das Rechengitter dquidistant und orthogonal sein. Durch die Transformation
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Abbildung 3.8: Abbildung des physikalischen Rechengitters (physical domain) in krummlinigen

An=1

Koordinaten auf das numerische Gitter (computational domain)

(3.21) kann also das korperangepasste nichtédquidistante Gitter des physikalischen Rechenge-
biets in ein von dem Verfahren gefordertes Gitter umgewandelt werden. Es kann gesagt werden:
Das physikalische Gitter mit variabler Schrittweite und konstanter Basis wird in ein dquidistan-
tes, sinvollerweise mit Az = Ay = 1, Rechengitter mit ortsabhingigen Basen umgewandelt.
Die Basisvektoren nehmen an jedem Punkt des Numerikgitters eine solche Lénge und Rich-
tung an, dass die Koordinaten iiberall konstant werden. Ein einfaches Beispiel dieser Abbildung
ist in Abb. 3.8 dargestellt. Die Auswirkungen dieser Umwandlung miissen in das numerische
Modell mit einflieBen. Mit (3.21) gilt fiir die Ableitungen nach Anwendung der Kettenregel

of] [oc on] [of
Ox| _ |0z x| . |0¢ 99
or| = |0 | | 522
y dy Oy on

Die Ableitungen nach & und 7, die von den Differenzenschemata im Numerikgitter ausgefiihrt
werden, werden mit den in der Matrix stehenden Koeffizienten, den Metrikkoeffizienten, ska-
liert und zu Ableitungen nach den physikalischen Koordinaten x und y zusammengesetzt. Die
Metrikkoeffizienten in (3.22) lassen sich nicht auf direktem Wege berechnen. Sie sind iiber den
Umweg der inversen Abbildung zugénglich. Es gilt

2 oy o oy
gz x| _ ;1_1L1| oy o¢ 2
o€ on| ~L | or o 2
dy Oy on  0¢

mit der Determinante J = det i der Jacobimatrix

or 0y

_ | 0¢ o0&

J = 3.24

1= % o (324
on 0On
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Abbildung 3.9: Beispiele fiir die Aufteilung eines Rechengebietes in Blocke

Die auf der rechten Seite von (3.23) auftretenden Ableitungen nach £ und 7 lassen sich mit
den in 3.1 beschriebenen Methoden berechnen. Hierfiir werden sinnvollerweise die schon vor-
handenen Differenzieralgorithmen des Rechencodes verwendet. Die Metrikkoeffizienten werden
nur ein Mal berechnet und fiir jeden Knoten abgespeichert.

Um Fehler bei der Approximation mit Differenzenschemata in Grenzen zu halten, muss das
Gitter bestimmte Anforderungen erfiillen. Dazu gehoren:

e Die Gitterstreckung darf nicht zu grofl werden. Auswirkungen der Gitterstreckung auf
die Genauigkeit optimierter Differenzenschemata wurden in [17] untersucht. Als kritischer
Streckfaktor kénnen etwa 5% angenommen werden.

e Die Kriimmung der Gitterlinien sollte gleichméBig sein.

e Orthogonalitéit der Gitterlinien an den Knotenpunkten.

Die Einhaltung der oben beschriebenen Bedingungen kann bei komplexen Geometrien zu
Punkthaufungen fithren. Da die Zeitschrittweite an die kleinste rdumliche Gitterweite iiber
das CFL-Kriterium gekoppelt, ergeben sich so Effizienzeinbufien. Die Losung stellen Chimera-
Gitter oder Gitter mit einer Maschenvergroberung dar, siehe [17].

3.3.2 Blockgitter

Obwohl krummlinige Koordinaten das Rechengitter an unterschiedliche Konturen anpassen
lassen, gibt es eine Menge von Fillen, in denen dies wegen extremer Kriimmungen nicht sinnvoll
ist. Beispiele sind L-formige Geometiren oder ein Gebiet mit Lochern. Eine andere Moglichkeit
komplexe Geometrien zu vernetzen, bietet die Aufspaltung des Rechengebietes in mehrere
Teile einfacher Geometrie. Die einzelnen Blocke konnen wiederum krummlinige Koordinaten
besitzen. Man spricht von Multi-Block-Gittern. So 1dt sich das L-Gebiet beispielsweise in
zwei einfache rechteckige Teile aufspalten. Abbildung 3.9 enthélt weitere Beispiele. Ein grofier
Vorteil der Blockstruktur ist die Moglichkeit parallel auf mehreren Rechnern zu rechnen. Dies
kann bei sehr grofien, speicherintensiven Fillen sogar zwingend sein. Um blockiibergreifend
zu rechnen, werden Gitterpunkte des Randgebietes zwischen den benachbarten Blocken bei
jedem Zeitschritt ausgetauscht werden. Um Leerlauf zu vermeiden, miissen alle Blocke etwa
die gleiche Rechenzeit benttigen. Im verwendeten Rechencode ist die Multi-Block-Strategie
realisiert. Sie dient gleichzeitig zur Vergabe von Randbedingungen.

3.4 Randbedingungen

Die korrekte Losung der in Kapitel 2 hergeleiteten Differentialgleichungen erfordert die Er-
fillung von physikalischen Randbedingungen. Bei der numerischen Behandlung dieser Glei-
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chungen wird ihre Form durch die Diskretisierung abgewandelt. Die Randbedingungen fiir die
diskrete Form miissen neben der richtigen Wiedergabe physikalischer Zusammenhénge auch
an die Numerik angepasst sein, um keine kiinstlichen Losungen oder Instabilitdten anzufachen.
Grob lassen sich Randbedingungen der Stromungsakustik in folgende Gruppen aufteilen:

e Wandrandbedingung, schallhart oder nachgiebig (Impedanzwand)
e Nichtreflektierende Randbedingungen
e Symmetrierandbedingungen

FEine detaillierte Untersuchung dieser Randbedingungstypen wiirde den Rahmen dieser Arbeit
bei weitem iibersteigen. Insbesondere ist der nichtreflektierende Abschluss eines Rechenge-
biets Thema zahlreicher Forschungsarbeiten. Daher soll hier nur eine Ubersicht der im CAA-
Verfahren eingesetzten Randbedingungen gegeben werden.

3.4.1 Wandrandbedingung

Die physikalische Modellierung einer Wand erfolgt durch das Aufzwingen der Nichtdurchstro-
mungsbedingung auf das Storungsfeld. Das reibungsfreie, auf den Euler-Gleichungen basierte,
physikalische Modell impliziert die Verwendung der Slip-Wall-Randbedingung. Sie lisst keinen
Durchfluss senkrecht zur Wand zu, beeinflusst die parallele Komponente jedoch nicht. Es gilt

o’

on 0 (3.25)
Die numerische Realisierung dieser Randbedingung basiert auf der Hinzufiigung eines zusétz-
lichen, in der Wand liegenden, Gitterpunkes fiir das Druckfeld. Er ermdoglicht die Einbringung
der zusétzlichen Bedingung. Dieser Punkt wird aus dem Englischen ghost point genannt. Die
Wand wird als unbeweglich angenommen, ist also akustisch schallhart, es gilt Zw = oo. Die
Berechnung des ghost points erfolgt als Korrektur des Flussterms. Dieser Term kann in einem
Rechengebiet durch unterschiedlich Modellgleichungen bestimmt sein oder beispielsweise die
kiinstliche Dampfung enthalten.

Im verwendeten Rechencode erfolgt die Einbringung des ghost points virtuell ohne eine

zusiitzliche Gitterlinie. Auf diese Weise wird die Speicherung des Gitters an dufleren Ecken des
Rechengebiets vereinfacht.

3.4.2 Symmetrierandbedingung

Der Grund fiir die Anwendung dieser Randbedingung ist die Reduzierung des Rechenaufwands.
Durch Ausnutzung der Symmetrieeigenschaft werden Gebiete mit redundanter Information
aus der Berechnung ausgeschlossen und so das Rechengebiet verkleinert. Die Annahme der
Axialsymmetrie mit modaler Zerlegung, auf der diese Arbeit basiert, zieht eine zusitzliche
Fallunterscheidung an der Drehachse der realen Geometrie nach sich. Abhéngig von der un-
tersuchten Umfangsmode charakterisiert sich das akustische Feld durch axiale Symmetrie oder
Antimetrie. Gerade Modenzahlen fithren zum Wechsel des Vorzeichens der Feldgréfien, gerade
Zahlen und die nullte Mode belassen dagegen das Vorzeichen der physikalischen Grofien in der
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gespiegelten Ebene. Mathematisch hat diese Aussage die Form

o= (1" oy,

o= (=)™ ugp,

v = —(=1)" g, (3.26)
w/ = _(_1)m wépv

p/ - (_1)777, p;p

wobei die gespiegelten Groflen mit dem Index g, gekennzeichnet sind. Die Geschwindigkeits-
komponenten v" und w’ dndern durch die Drehung des Koordinatensystems ihr Vorzeichen
zusétzlich unabhéngig von der Mode.

Die Implementierung der Symmetrierandbedingung ist durch die Erzeugung dreier zusétzli-
cher Gitterlinen unterhalb der Symmetrieachse realisiert. Diese Linien in der Spiegelebene wer-
den durch das Kopieren entsprechender Punkte aus der Orginalebene unter Beriicksichtigung
von (3.26) mit Werten besetzt. Auf diese Weise kann ein zentraler 7-Punkte-Differenzenstern

computational
domain

Abbildung 3.10: Zugriff auf virtuelle Punkte im gespiegelten Rechengebiet bei der Symmetrie-
randbedingung

bis zum Rand des Rechengebiets eingesetzt werden. Das Vorgehen ist in Abb. 3.10 dargestellt.
Die Behandlung der im verwendeten Gleichungssystem auftretenden Singularitit an der Sym-
metrieachse r = 0 ist in [18] ausfiihrlich beschrieben.

3.4.3 Nichtreflektierende Randbedingung

Die Berechnung von Problemen mit freiem Austritt oder prinzipiell nichtberandeten Anord-
nungen erfordert die Beschrinkung des Rechengebiets auf eine endliche Gréfle. Dabei miissen
akustische, Entropie- und Wirbelstirke-Wellen ungehindert aus dem Rechengebiet austreten
konnen. Eine Spiegelung am Rand wiirde zur Verfilschung der Losung im Rechengebiet fiih-
ren. Unterschiedliche Ansétze zur Aufstellung einer nichtreflektierenden Randbedingung fiir
linearisierte Euler-Gleichungen der Stromungsakustik wurden in zahlreichen Publikationen un-
tersucht. Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurde die PML-Randbedingung eingesetzt und wird
im Folgenden vorgestellt.
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PML-Randbedingung

Die PML-Randbedingung (Perfectly Matched Layer) gehort zur Gruppe der absorbierenden
Randbedingungen. Das Prinzip besteht darin, die am Rand des Rechengebiets ankommenden
Storungen in den Schwankungsgrofien durch eine Dédmpfungszone abzuschwéichen. Die Technik
wurde urspriinglich fiir die Maxwell’schen Gleichungen der Elektrodynamik von Berenger [19]
entwickelt. Die Ahnlichkeit der elektrodynamischen Gleichungen zu Gleichungen der Akustik
erlaubte eine Adaptation der PML-Technik fiir die Euler-Gleichungen. Dieses wurde erstmalig
von Hu et. al. [20] durchgefiihrt.

Um einen reflexionsfreien Abschluss des Rechengebiets zu erreichen, wird es um eine mehrere
Gitterpunke breite Pufferzone erweitert. Diese Zone ddmpft alle in sie eintretenden Stérungen,
so dass die Amplituden an ihrem Ende auf Null abgefallen sind. Das Hauptproblem dieses
Mechanismus ist die durch den Ubergang der Wellen in ein anderes ,Medium® verursachte
Reflexion. Im Gegensatz zu anderen auf Démpfungszonen basierenden Techniken ist bei der
PML das Medium der Randzone an das des Rechengebiets ideal angepasst, so dass theore-
tisch keine Reflexion am Ubergang stattfindet. Der Name Perfectly Matched Layer gibt diesen
Sachverhalt wieder. Die in [20] vorgestellte Formulierung der PML fiir die Euler-Gleichungen
basierte, wie auch [19], auf einer unphysikalischen Aufspaltung der Variablen nach ihren Ab-
leitungsrichtungen. Diese Aufspaltung macht die Methode ineffizient und die Implementierung
kompliziert, da die Struktur der PML-Gleichungen nicht mehr der im Rechengebiet entspricht.
Abrabanel et al. [21] stellten eine Formulierung vor, in der die Variablen nicht mehr aufgeteilt
werden mussten. Beide Arten der PML-Gleichungen zeigten ein instabiles Verhalten bei einer
bestimmten Anregung. Die Ursachen der Instabilitét hat Tam et al. [22] ausfiihrlich untersucht
und als Losung kiinstliche Dampfung vorgeschlagen.

Die im verwendeten axialsymmetrischen CAA-Verfahren implementierte Form der PML-
Gleichungen ist in [18] ausfiihrlich beschrieben.

o 0 9 1
— A —_— B e - ] ]
o =0z = or r C-4-D-4
— (O'x + o, + U@)Q - (O'xa'r + (UI + O-T)O'GD)Ql - (O’xO'TO'gp)Q2
dq 04 L.,
— (or +0p)A - 8;; —(0z +0,)B - 8;7“1 — (02 + UT);Q 4 (3.27)
a4 aq 1., .
— (0v0p)A - 8;332 — (020,)B - 8;7“2 - (Uwar);g "4,
M, . . .
— 1A | T or+00)d — (0z0r + (00 + 0v)0y)d, — (020,04)d,
wobei
q = [¢u'v'w'p] (3.28)
und 9
q _
a;tl —q (3.29)
dq
6;152 =q, (3.30)

gilt. Fiir die rdumliche Verteilung des Dampfungskoeffizienten o wurde ein umgedrehter Gauf3-
Glocken-Verlauf mit variabler Skalierung gewéhlt. Die Vorgehensweise ist in Abb. 3.11 skiz-
ziert. In einer experimentellen Untersuchung in Kapitel 4 wird die Zuléssigkeit der Kopplung
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- .

Euler ! PML!

Abbildung 3.11: Verteilung des Dampfungskoeffizienten in der PML-Zone

von nichtlinearen Modellgleichungen im Rechengebiet mit der hier vorgestellten linearen Rand-
bedingung analysiert.

3.5 Sicherung der Stabilitat

Die Analyse der in Abschnitt 3.1 beschriebenen diskreten Approximationen kontinuierlicher
Differentialgleichungen zeigt, dass nur ein beschrinkter Wellenlédngenbereich physikalisch kor-
rekt wiedergegeben wird. Wellen, die eine bestimmter Wellenzahl {iberschreiten, liegen im un-
stabilen Bereich und fiithren zu den sogenannten Gitterschwingungen. Losungen in dem nicht
aufgelosten Bereich konnen durch eine breitbandige Anregung, oder unkontrolliert durch nu-
merische Fehler erzeugt werden. Eine Untersuchung von Tam et al. [23] zeigt, dass sich die
hochfrequenten unphysikalischen Stérungen mit mehrfacher Schallgeschwindigkeit ausbreiten
koénnen. Die Folge einer Anregung der parasitéren Losungen ist eine rasche Uberdeckung des
Rechengebiets mit aufklingenden Schwingungen und eine ,,Explosion® der Lésung. Zur Siche-
rung der Stabilitdt werden im Folgenden zwei Ansétzte vorgestellt. Beide Methoden sind im
Rechencode implementiert und werden in Kapitel 4 experimentell untersucht.

3.5.1 Kiinstliche selektive Dampfung

Die Grundidee der kiinstlichen selektiven Dampfung beruhrt auf der Addition eines Damp-
fungsterms zu den Grundgleichungen. Die Modifikation wird beispielsweise anhand der Im-
pulsgleichung demonstriert. Mit dem Dampfungsterm D nimmt sie die Gestalt

ou @_

— = 3.31
ot " ox (3:31)
an. Nach der rdumlichen Diskretisierung lautet die Gleichung fiir den Gitterunkt m
M
du 1
T:l t Az Z;Vaj Pm+j = Dm (3.32)
J:

Unter Annahme der Proportionalitdt der Dadmpfung zu wu ldsst sich D,,, ausdriicken als

du M
T;Mr...:_ﬂ Z;fjumﬂ (3.33)
J:

mit p als Konstante. Um in Hinblick auf die Selektivitéit das Freqenzverhalten dieser Gleichung
zu untersuchen, wird die Fourier-Transformation auf beide Seiten angewendet. Es folgt

di M .
= D i elhTl g (3.34)
j=N
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wobei o die Fourier-Transformierte von w ist. Der Klammerausdruck lasst sich als eine fre-
quenzabhéngige Dampfung interpretieren.

M M
D(aAz) = Z c;j eIUAT — Z ¢j [cos(jaAx) +isin(jaAz)] (3.35)
J=N J=N

Die frei wihlbaren Koeffizienten c¢; werden so gewihlt, dass die Dampfungsfuktion den ge-
wiinschten Verlauf annimmt. Es wird hier nur der symmetrische Fall betrachtet, so dass
c—;j = ¢; gilt. Diese Forderung reduziert D(aAx) zu einer Fourier-Reihe ohne Sinus-Anteile

N
D=cy+2 Z cj cos(jaAx) (3.36)
=1

Fiir D(an) stellt eine Stufenfunktion das Ideal dar. Die tiefen, von der diskreten Approxi-
mation richtig wiedergegebenen, Frequenzen bleiben unveréndert, die hohen, zu Instabilitéten
fithrenden Anteile, werden dagegen génzlich unterdriickt. Die endliche Ordnung des Damp-
fungsterms erlaubt jedoch nur eine begrenzte Steilheit der Démpfungskennlinie. Tam et al.
schlagen eine Anndherung der Kennlinie an eine Gauf}-Funktion vor. Diese Annéherung kann
als Minimierungsaufgabe formuliert werden. Es gilt

w/2

/ {[)(an) —exp [— In 2 <O‘A”;_”>2] }2 d(aAx) (3.37)
0

Die so berechneten Koeffizienten fiir die 7-Punkte-Dampfung (N = 3) sind im Anhang aufgelis-
tet. Die Bestimmung von ¢; kann auf unterschiedlichen Methoden basieren. In jedem Fall muss
ein Kompromiss zwischen Sperrwirkung und Abschwichung der wahren Losung im Durchlass-
bereich gefunden werden.

3.5.2 Filterung

Diese Methode ist von den physikalischen Modellgleichungen entkoppelt. Sie beruht auf der
Filterung von instabilen Frequenzanteilen aus der Losung. In einem beliebigen Zeitintervall
wird durch die Anwendung eines Tiefpass-Filters das Feld jeder Variable 6rtlich in den gerech-
neten Dimensionen neu berechnet. Der Filter funktioniert nach dem gleichen Prinzip wie der
fiir die Ableitung verwendete Differenzenstern. Die Frequenzcharakteristik muss den gleichen
Forderungen wie im Fall der oben beschriebenen kiinstlichen Dampfung entsprechen. Fiir den
Verlauf der Filterkennline gilt Gleichung (3.36). Eine genaue Beschreibung von Tiefpass-Filtern
fiir die CAA ist in [24] und [25] zu finden. Nachteilig ist bei der Filterung der zusitzliche nu-
merische Aufwand. Er kann durch die geeignete Wahl des Zeitintervalls und des dazugehorigen
Filterfaktors reduziert werden.

Im Abb. 3.12 sind die Kennlinen der im Rahmen dieser Diplomarbeit getesteten Filter ab-
gebildet. Thre Koeffizienten sind im Anhang aufgelistet.

3.6 Vergleich der Koeffizientensitze bei Differenzen- und

Filterschemata

Um den Funktionsmechanismus und die Optimierungsmoglichkeiten der eingesetzten Filter-
und Ableitungsschemata iiberschaubar darzustellen, bietet es sich an, beide Verfahren allge-
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Abbildung 3.12: Kennlinien der getesteten Filter

mein als ein digitales Filter zu betrachten. Ein derartiges Filter, wie er z. B. in der Bildver-
arbeitung eingesetzt wird, verstirkt oder dampft ein diskretes Signal in Abhéngigkeit von
der Frequenz. Das wird durch die Faltung des diskteren Eingangssignals mit einem Satz von
Koeffizienten erreicht. Bei der Faltung wird der Ausgabewert aus der gewichteten Summe der
Nachbarpunkte und des gefilterten Punktes selbst berechnet. Die Koeffizienten entsprechen den
Gewichten. Thr Verlauf bestimmt folglich die Charakteristik des Filters. Um sie zu berechnen,
ist es sinnvoll mittels ortlicher Fourier-Transformation in Frequenzbereich iiberzugehen. Die
Faltung zweier Funktionen im Ortsbereich lédsst sich als Multiplikation ihrer Transformierten
im Frequenzbereich darstellen. Es gilt

+oo
fi(@) % fale) = / £1(6) ol — €) de (3.38)

F{fi(x) * f2(2)} = F{f1(2)} - F{fa(2)} (3.39)

Das diskrete Transformationsgesetz

+o0o
fly=Y_ fie™ (3.40)

j=—o00
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wird auf die kammartige Koeffizientenfunktion angewendet. Es ist erkennbar, dass sich die
Filterkennlinie periodisch aus einer Reihe von Sinus- und Cosinus-Funktionen und einer Kon-
stante (7 = 0) zusammensetzt und eine komplexe Funktion ist. Der imaginire Teil des Filters
ist fiir das Amplitudenverhalten verantwortlich, der reelle bestimmt dagegen die Phasenlage
des gefilterten Signals (vergleiche Winkel- und Radiusdarstellung einer komplexen Zahl im Zei-
gerdiagramm). Wegen der Periodizitit der Filterfunktion reicht es, nur den Frequenzbereich
zwischen 0 und 7 auszuwerten. Im Folgenden werden die fiir CAA typische Koeffizientensét-
ze verglichen und gedeutet. Dabei entspricht m auf der Abszisse des Frequenzdiagramms der
halben Abtastfrequenz des Signals, oder einer Auflésung von 2 PPW.

Im Bild links sind die Koeffizienten des symmetrischen, optimierten
Finite-Differenzen-Schemas dargestellt. Die Punktsymmetrie ergibt
nur imagindre Sinus-Anteile in der Filterkennlinie, der Realteil ist
" Null und nicht sichtbar. Der nutzbare Bereich des Schemas liegt et-

wa zwischen 0 und 7/3. Dort approximiert die Kennlinie die lineare
Funktion ik, die als Faktor bei der Ableitung von e** entsteht, ausreichend genau. Das Ziel
der Optimierung ist es, diesen linearen Bereich moglichst zu erweitern.

Diese Koeffizienten bilden ein asymmetrisches Ableitungsschema
|| / (upwind stencil) und wurden optimiert. Das Schema wird im #u-

Bersten Punkt der Randzone des Rechengebietes eingesetzt. Es hat
die gleiche Funktion wie im oberen Fall. Die asymmetrische Form
erlaubt es jedoch nicht, den Realteil zu Null setzen. Bei der Opti-
mierung versucht man den Imaginérteil im Nutzbereich moglichst einer Geraden anzupassen
und gleichzeitig den Realteil zu minimieren. Ein positiver Realteil fiihrt zum Anwachsen der
Losung und muss vermieden werden.

In der Abbildung sind Koeffizienten eines symmetrischen Tiefpass-
filters dargestellt. Thre vollige Symmetrie ergibt eine eine reine Co-
sinusreihe als Filterkennlinie. Der Imaginérteil ist gleich Null. Bei
der Optimierung ist man bestrebt, die Steilheit des Ubergangs zwi-

schen dem Durchlass- und dem Sperrbereich zu erhéhen. Um auf
eine zu Abschnitt 3.5 dquivalente Darstellung der Filterkennlinie zu kommen, muss diese an
der Frequenzachse gespiegelt und um Eins nach oben verschoben werden.

Ahnlich dem oberen Fall handelt es sich um einen Tiefpassfilter.

Die Koeffizienten sind asymmetrisch und eignen sich fiir den Ein-
satz am Rand des Rechengebiets. Durch die Asymmetrie wird die
) ‘ Phase des gefilterten Signal beeinflusst. Durch das Uberschwingen

der Kennlinie im Ubergangsbereich ist der Filter in der Form nicht
einsetzbar, da er zu Instabilitéit fiihrt. Gefordert ist bei diesem Filter eine steile Kennlinie
im Ubergangsbereich, Stabilitit und ein neutrales Phasenverhalten im Durchlassbereich. Der
Einsatz asymmetrischer Tiefpassfilter ist wenig verbreitet.
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Als letztes Beispiel dient ein einfacher Mittelungsfilter. Hier sind alle
Koeffizienten gleich und positiv. Die Tiefpass-Eigenschaften werden
aus der Filterkennlinie deutlich. Die Reduzierung dieses Schemas
auf den mittleren Koeffizienten lduft schliefllich auf eine einfache
Multiplikation mit dem Koeffizientenwert hinaus. Alle Frequenzen
werden gleich behandelt. Die Kennlinie eines solchen Filters entspricht der Fourier-Transform-
ierten der d-Funktion.
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4 Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die oben hergeleiteten Modellgleichungen durch Vergleich mit ana-
lytischen Losungen validiert und an praktischen Fillen getestet. Neben der Richtigkeit des
physikalischen Modells muss auch die Auswirkung der verwendeten numerischen Verfahren
untersucht werden. Das Kapitel ist wie folgt gegliedert:

e Untersuchung der Tiefpass-Filter. Ihr Einflul auf die physikalische Losung wird fiir unter-
schiedliche Frequenzen, Filterbreiten und Koeffizientensétze untersucht. Eine Abschét-
zung des Abklingverhaltens fiir die nachfolgenden Félle wird somit moglich.

e Test der nichtreflektierenden Randbedingungen. Die Frage, ob die auf linearen Euler-
Gleichungen aufgebaute PML-Randbedingung bei nichtlinearer Rechnung einsetzbar ist,
soll geklart werden.

e Nichtlineare Modellgleichungen werden anhand der Ausbreitung einer ebenen Welle mit
GauB-Glocken-Form mit der analytischen Losung verglichen. Die Aufsteilung des Pulses
fithrt zu einer Unstetigkeit. Die Grenzen der eingesetzten FD-Schemata werden ausgelo-
tet. Dariiber hinaus wird die Generierung von Oberwellen in einem Sinus-Signal unter-
sucht und mit der Theorie verglichen.

e Unterschiede der linearen und nichtlinearen Theorie bei Entropieschwankungen werden
untersucht. Die Interaktion von Stérungsarten wird ebenso analysiert.

38



4 ERGEBNISSE

e Die Storungsausbreitung in einer realen Diisenstromung wird simuliert. Die Schallentste-
hung beim Durchgang einer Entropiestérung durch eine Diise wird simuliert.

Bei der Analyse der Bilder ist zu beriicksichtigen, dass durch die Axialsymmetrie alle Grofien
abhéngig vom Radius zu bewerten sind. Desweiteren muss beachtet werden, dass bei zeitli-
chen Aufnahmen an festen Positionen (hier ,Mikrophone“ genannt) die Ereignisreihenfolge im
Vergleich zu einer Darstellung im Ort umgekehrt ist. So hat eine N-férmige iiber den Ort
aufgetragene periodische Welle im Zeitschrieb die N-Form.

4.1 Kiinstliche Dampfung / Filterung

Déampfungs- und Filtermethoden die zur Sicherung der Stabilitét und Unterdriickung unphy-
sikalischer Losung notwendig sind, haben einen nichtvernachlissigbaren Einfluss auf die phy-
sikalische Losung. Die Frequenzcharakteristiken dieser Methoden sind so ausgelegt, dass der
hochfrequente Anteil der Losung moglichst stark abgeschwicht wird. Dieser Anteil ruft Git-
terschwingungen und Instabilitéiten hervor. Dagegen sollen Schwingungen im Nutzband keine
Verdnderung erfahren. Den Idealfall stellt also eine sprungartige Charakteristik dar. Die end-
liche Ordnung des eingesetzten Filterungsverfahrens beschriankt jedoch die maximale Steilheit
der Frequenzcharakteristik am Ubergang vom Durchlass- zum Sperrbereich. Der Faktor Eins,
d.h. keine Filterwirkung, wird nicht sofort, sondern erst allméhlig im Nutzbereich erreicht. Die
vielfache Anwendung des Filters fiihrt also zu einem exponentiellen Abklingen der Losung.
Dieses Abklingen soll hier fiir unterschiedliche Frequenzen und Filterverfahren untersucht wer-
den.

Die Untersuchung erfolgt in einem rechteckigen Rechengebiet (physikalisch ein Rohr mit kon-
stantem Querschnitt) durch den ebene Wellen eines harmonischen Signals propagieren. Dieses
Signal hat theoretisch eine konstante Amplitude, ist folglich fiir die Untersuchung gut geeignet.
Die Quelle befindet sich bei x = 0. Das Gebiet ist bei = x4, mit der nichtreflektierenden
PML-Randbedingung abgeschlossen. Die Bestimmung der Einhiillenden des Sinus-Signals er-
folgte durch eine Mittelung des Effektivdrucks p/,,, fiir jeden Knoten iiber eine Schwingungs-
periode. Da eine ganzzahlige Anzahl von Zeitschritten genau auf die Periodendauer des Signals
fithren musste, wurde At, somit auch die CFL-Zahl fiir jede untersuchte Frequenz geringfiigig
angepasst. Die Ziel-CFL-Zahl betrug bei allen Rechnungen 0.25. Die Mittelung wurde in dem
Zeitpunkt durchgefiihrt, in dem sich die Wellenfront der PML-Pufferzone am Ende des Rechen-
gebiets néherte, sie aber nicht erreichte. So war sichergestellt, dass Reflexionen das Ergebnis
nicht verfilschen. Um auf die eindimensionale Darstellung zu kommen, wurde auch iiber die
radiale Koordinate gemittelt. Die Testfrequenzen mit den entsprechenden CFL-Zahlen und der
Anzahl der Filterungen bis zur Auswertung sind in Tab. 4.1 aufgelistet. Die Verwendung eines
Pulses fiir die Untersuchung der Filterwirkung hétte den Vorteil einer kontinuierlichen Kur-
ve, macht jedoch eine zusétzliche Spektralanalyse erforderlich. Bei der Untersuchung wurden
folgende Filter untersucht:

F1: 7-Punkte-Filter mit Koeffizienten aus Tam [23]

F2: 7-Punkte-Filter mit Koeffizienten aus Vasilyev [25]

F3: 11-Punkte-Filter mit Standard-Koeffizienten aus Bogey & Bailly [24]
F4: 11-Punkte-Filter mit optimierten Koeffizienten aus Bogey & Bailly [24]

K1: Kiinstliche Ddmpfung mit sieben Punkten mit Koeffizienten aus Tam [23]
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Tabelle 4.1: Untersuchte Frequenzen im Filtervergleich mit CFL-Zahlen und absolvierten Fil-

terungen

PPW  wiondim CFL Filterungen (x = 400 Ax)

32 0.196349 0.249646 1602
16 0.392699 0.247887 1613
11 0.571198  0.246939 1619
0.897597 0.248387 1610
1.256637 0.239130 1672

Alle untersuchten Filter sind symmetrisch, ihre Koeffizienten sind in Tab. A.3 im Anhang zu
finden.

Die Ergebnisse der Untersuchung sind in Abb. 4.1 dargestellt. Die Amplitudenabschwichung
ist auf die Anfangsamplitude bezogen und ist in einer dB-Skala dargestellt. Die Frequenzen sind
in den Diagrammen in PPW (points per wavelength) angegeben. Wie erwartet klingen Schwin-
gungen mit steigender Frequenz stédrker ab. Die Rechnung mit kiinstlicher Dampfung wurde
bei hoheren Frequenzen instabil und konnte bei vergleichbaren Bedingungen nicht ausgewertet
werden. Filter F1 zeigt auch fiir niedrige Frequenzen eine relativ starke Abschwéchung. Die An-
passung der Filterkoeffizienten an eine Gaufi-Funktion (siehe [23]) ergibt zu hohe Démpfung
im Durchlassbereich. Ein deutlich besseres Ergebnis liefert Filter F2. Er zeigt bei dhnlicher
Dampfung hochster Frequenzen weniger Abschwichung im Nutzbereich. Bei den breiteren Fil-
tern zeigt Filter F3 eine hohere Selektivitéit. Die Optimierung von Filter F4 vergrofiert zwar
das Nutzband, erhoht aber gleichzeitig die Dampfung in diesem Bereich. Zusammenfassend
lésst sich feststellen, dass Filter mit groflerer Punktezahl denen mit niedriger vorzuziehen sind.
Eine gute Abschiitzung des Filterverhaltens im Voraus ldsst sich anhand eines logarithmisch
skalierten Verlaufs der Frequenzcharakteristik (sieche Abb. 3.12) treffen. Als groben Richtwert
kann etwa 1075 als maximaler Wert im Durchlassbereich angesetzt werden. In den, im Rahmen
dieser Diplomarbeit, durchgefithrten Rechnungen hat sich die Kombination aus Filter F2 und
F3 als geeignet erwiesen.

4.2 Untersuchung der PML-Randbedingung

Die Verwendung nichtlinearer Gleichungen erfordert theoretisch auch die Entwicklung einer
neuen nichtreflektierenden Randbedingung. Die Interpretation der nichtlinearen Terme in den
Modellgleichungen als Quellen der linearen Euler-Gleichungen, lésst die Idee zu, nichtlineare
Gleichungen im inneren Rechengebiet mit der linearen PML-Randbedingung zu koppeln.

Es soll untersucht werden, ob diese Kombination zu brauchbaren Ergebnissen fiihrt. Zu
diesem Zweck wurden vier Testrechnungen durchgefithrt und an 6rtlich konstanten Stellen
die Grolen ¢, v/ und p’ ausgewertet. Als Anregung diente eine ebene Welle mit dem Profil
einer Gauf3-Galocke. Sie wurde in Richtung der PML-Zone aus dem inneren des Gebiets mit
nichtlinearen Euler-Gleichungen ausgesendet. Die Spitzenamplitude des Pulses betrug 200 Pa.
Die Geometrie des rechteckigen Rechengebietes ist in Abb. 4.2 dargestellt. Die Ausdehnung
betrug 281x39 Punkte bei einer Gitterweite von 0.1 m.
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Abbildung 4.2: Rechengebiet zur Untersuchung der PML-Randbedingung mit eingezeichneter
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Abbildung 4.3: Links: Verlauf des Dampfungskoeffizienten o, fiir die vier Testfille. Rechts:

Vom ,,Mikrophon® aufgenommenes Signal fiir den Fall 0, = 1, 2, = 20Axz

Es wurden zwei Breiten der Pufferzone und zwei Amplituden des Dampfungsfaktors o,
kombiniert untersucht. Die Verldufe von o fiir alle Konfigurationen sind in Abb. 4.3 (links)
abgebildet.

Nach der Normierung ergab sich fiir GroBen ¢, p’ und bis auf das Vorzeichen auch fiir v/
der gleiche Verlauf, so dass nur eine Kurve in Abb. 4.4 dargestellt ist.

Die Ergebnisse zeigen, dass die Kombination von nichtlinearen Modellgleichungen und der
linearen PML-Randbedingung zu guten Ergebnissen fithren. Voraussetzung dafiir ist, wie auch
im rein linearen Fall, die richtige Wahl des Dampfungskoeffizienten. Wie in Abb. 4.4 erkennbar,
wurde zwischen dem einfallenden und reflektierten Signal eine maximale Abschwichung von
etwa 2 x 10% fiir 0,4, = 10 erreicht. Es lidsst sich feststellen, dass die Breite der Pufferzone
(20 Az gegen 40 Ax) in der getesteten Konfiguration einen geringen Einflufl auf die Absorption
hatte. Es wird vermutet, dass der zu steile Anstieg von o am Ubergang zwischen der inneren
Zone und der Pufferzone fiir die Reflexion verantwortlich ist.

4.3 Nichtlineare Ausbreitung einer ebenen Welle

Um die nichtlinearen FEuler-Gleichungen zu validieren, werden sie mit einer analytischen Lo-
sung verglichen. Wie schon im Theorieteil angedeutet, ist die Anzahl analytischer Lésungen
fiir nichtlineare Akustik sehr beschrinkt. Die Behandlung der Schallausbreitung bei mittlerer
Stromung ist auf Blockstromungsprofile begrenzt, bei den ein mitbewegtes Koordinatensystem
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Abbildung 4.4: Reflexion an der PML-Zone bei nichtlinearen Euler-Gleichungen

wieder auf ein Problem im ruhenden Medium fiihrt.

Untersucht wird hier die Ausbreitung einer ebenen Welle. Sie hat zum Zeitpunkt Null,
d. h. ohne propagiert zu sein, ein Gaufl-Glocken-Profil. Die Spitzenamplitude betragt 2000 Pa
fiir den Druck und entsprechend etwa 5my/s fiir die Schnelle. Diese hohe Amplitude wurde
bewusst gewéhlt, um die Aufsteilung des Pulses in einem relativ kleinen Rechengebiet zu er-
reichen. Geringere Auslenkungen fithren zum gleichen Effekt, beinhalten jedoch durch die ent-
sprechend hohere Ausbreitungsstrecke mehr Abschwichung durch Filterung. Als Filter wurde
der optimierte 11-Punkte-Filter F4 (siche Abschnitt 4.1) mit einem Filterungsfaktor von 0.15.
Die Gitterweite betrug 0.1 m in beide Richtungen und war konstant. Fiir die Auswertung wurde
iiber die r-Richtung gemittelt.

Die Ausbreitung einer ebenen akustischen Welle in eine Richtung (hier die z-Richtung) ist

im Allgemeinen durch
, x
=flt— 4.1
“ f( c+u > (41)

beschrieben, vergleiche [10]. In dieser Gleichung ist die Schallgeschwindigkeit ¢ im Gegensatz
zur linearen Theorie nicht konstant, sondern von den Schwankungsgrofien abhéingig. Sie kann
deshalb nicht direkt gelost werden. Die wahre Schallgeschwindigkeit ¢ wird mit der approxi-
mativen Beziehung ¢ + u' ~ ¢y + fu’ durch bekannte GroBen ersetzt. Man gelangt zu einer
impliziten, jedoch lésbaren Darstellung fiir v’

w_fG—cfw> (4.2)
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Der relative Fehler dieser analytischen Losung ist proportional zur Anfangsspitzenschnelle @’
und betrigt fiir eine harmonische Welle mit @’ /cq = 10~2 im Punkt der Stofbildung weniger als
0.5 %. Fiir die, in dieser Untersuchung vorkommenden Amplituden mit etwa @’/co = 1.5 x 1072
und einem Ausbreitungsweg deutlich unter der Stofibildungsstrecke, ist der Fehler gegeniiber
dem Fehler der rein numerischen Losung als klein einzuschétzen. Die analytische Losung wur-
de mit einem einfachen Iterationsverfahren, das auf Intervallschachtelung basierte, berechnet.
Die Ergebnisse des Vergleichs sind in Abb. 4.5 abgebildet. Die obere horizontale Bildreihe in
4.5 bildet die numerische (griin) und die Referenz-Losung (blau) fiir die Schnelle u' bei un-
terschiedlichen Entfernungen vom Startpunkt ab. Die Bilder in der Mitte stellen die Differenz
Au = Upym — Uref der oberen Verldufe dar. Der Betrag |Au| ist in der unteren Bildreihe zusétz-
lich in logarithmischer Skalierung geplottet. In der Ausgangsposition = 0 hat der Puls die
urspriingliche Form einer Gauf3-Glocke. Der Fehler deutet auf eine Ungleichheit der Parameter
beider Startlosungen. Wie zu erwarten tritt mit steigender Entfernung die Aufsteilung immer
deutlicher hervor. Der Fehler Au steigt proportional mit x, insbesondere im Bereich des Ma-
ximums. Bei der Entfernung x = 60 m hat die rechte Flanke des Pulses eine Steigung erreicht,
bei der der Differenzenstern Gitterschwingungen erzeugt. Diese sind an der Schwingung des
Fehlers um Null bei einer Wellenlénge von 2 Az im Diagramm fiir Au deutlich erkennbar. Die
Aufsteilung erweitert das Frequenzspektrum der urspriinglichen Anregung in Richtung hoher
Frequenzen, die vom Differenzenstern nicht mehr aufgelost werden. Es ldsst sich beobachten,
dass die nichtlinearen Euler-Gleichungen mir der Finite-Differenzen-Diskretisierung bei ausrei-
chender PPW-Zahl die Losung gut approximieren.

4.3.1 Generierung von Oberwellen

Im zweiten Teil des Experiments wird die Generierung von héheren Harmonischen bei der
nichtlinearen Ausbreitung einer Sinus-Welle untersucht. Die im Ursprung eingeleitete Welle
propagiert durch das Rechengebiet. Der Druckverlauf wird einer Momentanaufnahme entnom-
men, nachdem sich im ersten Viertel der Sto3bildungsstrecke ein stationérer Zustand eingestellt
hat. Die Parameter der Rechnung lauten:

11-Punkte-Filter mit Standard-Koeffizienten aus Bogey & Bailly [24] mit 0.25 D&mp-
fungskoeffizient,

Spitzendruck der monofrequenten Welle im Ursprung pg = 283 Pa,

Spitzenschnelle im Ursprung uy = 0.6823 m/s,

konstante Gitterweite von Az = Ay = 0.1 m,

Frequenz f = 57 Hz,

- StoBbildungsstrecke £ = 400 m

Zur Analyse der Spektrums wurden in einem Fenster, dessen Linge genau der Periodenlédnge
von 60 Gitterpunkten entsprach, die Koeffizienten der Fourier-Reihe berechnet. Der Algorith-
mus lautet in der MATLAB-Syntax

yl = signal;
N = 60;
for offset = 1:1200
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X = fft(yl(offset:offset+N), N);
a0(offset) = X(1)/N;

al(offset) = 2xreal (X(2))/N;
bl(offset) = -2*imag(X(2))/N;
a2(offset) = 2*real(X(3))/N;
b2(offset) = -2*imag(X(3))/N;
a3(offset) = 2*xreal(X(4))/N;
b3(offset) = -2ximag(X(4))/N;

end

wobei a,, und b,, die n-ten Koeffizienten des Cosinus- und Sinusanteils der Fourier-Reihe sind.
Zur Berechnung des Amplitudenbetrags der einzelnen Komponenten wurden die Koeffizienten
an und b, arithmetisch gemittelt. Wie im ersten Teil wird auch hier iiber die r-Richtung
gemittelt. Fiir eine monofrequente Quelle mit der Bedingung

p(0,t) = pp sinwt (4.3)

gilt nach [10] fir die Generierung von hoheren Harmonischen im verlustlosen Medium

™

2
B, = — [ cos(n® — nosin @) d® (4.4)
nwo
0

Diese Beziehung lésst sich als Besselintegral ausdriicken und lautet
2
B, = —Ju(no) (4.5)
no

wobei J,, die Besselfunktion n-ter Ordnung ist. Diese Losung geht auf Fubini (1935) zuriick.
In (4.5) bezeichnet n die Harmonische mit 1 fiir die Grundschwingung und o fiir die mit der
Stofbildungsstrecke normierten Entfernung. Die letztere lautet

o= 03— (4.6)

mit ug als Spitzenamplitude der Schnelle im nichtverzerren Signal.

Der Vergleich der analytischen Lésung mit den numerischen Ergebnissen ist in Abb. 4.6 dar-
gestellt. Es ist festzustellen, dass die numerische Losung das exakte Ergebnis gut annéihert. Es
sind jedoch relativ grole Abweichungen fiir hohe Werte von o, d. h. grofle zuriickgelegte Entfer-
nungen, sichtbar. Diese Fehler sind vermutlich auf den Einfluss der Filterung zuriickzufiihren.
Besonders deutlich treten sie an der Grundschwingung hervor, deren Verlauf theoretisch fast
konstant ist. In diesem Fall kumuliert sich die Abschwichung durch Filterung iiber die ganze
zuriickgelegte Strecke. Die zweite und dritte Oberwelle sind von der Dampfung weniger betrof-
fen. Sie entstehen im Laufe der Ausbreitung der Grundschwingung und erfahren entsprechend
weniger Abschwichung. Die Ausbreitungsstrecke fiir o = 0.25 betrdgt im untersuchten Fall
100 m.

Anhand von Abbildung 4.6 kann der Frequenzgehalt einer Losung abgeschéitzt werden und
so die Filtercharakteristik oder die maximale Schrittweite beim Bau von Gittern festgelegt
werden.
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4.4 EinfluB von Entropiewellen

Der folgende Testfall hat die Untersuchung der Wechselwirkung zwischen Entropie und Schall
zum Ziel. In einem geraden runden Kanal ohne Strémung wird als Anfangsbedingung eine
Entropiestorung erzeugt. Der entsprechende Temperatur- und Dichteverlauf ist in Abb. 4.7
dargestellt. Die maximale Temperatur betriagt etwa 700°C, die Ruhetemperatur liegt bei 20°C.
Eine Ubersicht iiber die Dichtewerte bei unterschiedlichen Temperaturen bei Normaldruck ist
in Tabelle 4.2 gegeben. Als Schallquelle dient eine periodische Anregung mit ca. 82 Hz was einer
Wellenlédnge von 4.2m entspricht. Die Quelle befand sich am linken Rand des Rechengebiets.
Rechts war das Gebiet mit einer nichtreflektierenden PML-Randbedingung abgeschlossen.

Tabelle 4.2: Dichte in Abhingigkeit von der Temperatur bei Normaldruck

T [°C] 20 200 400 600 800 1000
o [kg/m3 1.21 0.747 0525 0.405 0.329 0.278

Wie in Abb. 4.8 deutlich erkennbar, wird die anfangs ebene Schallwelle an dem Gebiet hoher
Temperatur (siehe Isolinien in Abb. 4.8) abgelenkt. Durch die erhohte Schallgeschwindigkeit
propagieren die akustischen Wellen schneller durch das Gebiet erhéhter Entropie und erzeu-
gen ein Schattengebiet!. Die in der oberen Bildhilfte dargestellte lineare Rechnung gibt den
Beugungseffekt nicht wieder. Er ist im linearen Fall zwar durch die entsprechende Vorgabe
der Ruhegroflen erreichbar, schliefit jedoch eine Bewegung der Entropieschwankung durch die
zeitliche Konstanz der Ruhegréfien aus. Auch geringere Entropiestérungen als im gezeigten
Experiment kénnen bei kiirzeren Wellenldngen oder grofieren Abmaflen zu dhnlichen Effekten
fithren. Die fehlerhafte Wiedergabe des Ausbreitungsverhaltens kann bei der linearen Model-
lierung zu einer falschen Einschitzung der Abstrahlung ins Fernfeld fithren.

4.5 Simulation der Entropie- und Schallausbreitung einer

Diisenstromung

Als Anwendung der nichtlinearen Euler-Gleichungen wird eine axialsymmetrische Diise un-
tersucht. Die Ausbreitung von Schall- und Entropiewellen soll simuliert werden. In der Diise
herrscht eine mittlere Stromung die analytisch berechnet wurde. Die Anregung setzt sich aus
einer periodischen akustischen Quelle am Einlauf der Diise und einer als Anfangswert vorge-
gebenen Zone gestérter Entropie zusammen. Die Entropiestorung wird zum Zeitpunkt Null im
Einlaufbereich vor der ersten Querschnittsverengung vorgegeben. Im Rechengebiet sind zwei
Messpunkte platziert an denen alle Variablen iiber die Zeit aufgenommen werden. Diese Punkte
werden hier als ,Mikrophone*“ bezeichnet. Sie sind vor (MICRO_001) und nach (MICRO_004)
der Verengung der Diise angeordnet. Die Machzahl der mittleren Stromung betrug maximal et-
wa 0.7 im Diisenhals. Die Verteilung der mittleren Geschwindigkeit ist in Abb. 4.9 dargestellt.
Dabei kennzeichnen die Vektoren die Flussrichtung und die Féarbung die skalare Machzahl.
Am rechten Rand ist das Rechengebiet durch die nichtreflektierende PMIL-Randbedingung

'Der umgekehrte Effekt lisst sich an einem See im Sommer beobachten. Dort werden wegen der Temperatur-
schichtung von kiihl an der Wasseroberflédche zu warm weiter oben, die Schallwellen zum Wasser hin gebeugt.

Das erklért die iiberraschend grofie Reichweite von Schall am Wasser.
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abgeschlossen. Sie ist in den Bildern fiir die Druckverteilungen weiter unten durch auf Null
abklingende Werte erkennbar.
Die Parameter der Rechnung lauten:

- Radius 0.1 m, Lange 0.8 m,

- Grofle des Rechengebiets in Punkten 641 x 84,

- maximale Gitterweite 0.00123 m,

- Frequenz der akustischen Anregung von ca. 16400 Hz (ca. 20 PPW),

- Druckspitzenamplitude der Quelle: 35 Pa,

- CFL-Zahl von 0.2,

- PML-Zone mit 60 Gitterpunkten Breite, o mqer von 720, Verteilung wie in Abb. 3.11,

- 11-Punkte-Filter mit Standard-Koeffizienten aus Bogey & Bailly [24] mit 0.3 Dampfungs-
koeflizient,

Die Ergebnisse der nichtlinearen Simulation sind in den Abbildungen 4.10 bis 4.12 darge-
stellt. Bild 4.10 veranschaulicht den Durchgang der Dichteschwankung durch den Diisenhals
und zeigt gleichzeitig die dreidimensionale Geometrie der Testanordnung. Die Dichte gibt im
untersuchten Fall bis auf die geringen iiberlagerten akustischen Anteile die Entropieschwan-
kung wieder. Diese Anteile liegen fiir den maximalen vorkommenden Wert von p’ = 1600 Pa
bei etwa 0.013 kg/m? was sich mit o’ = p’/cZ abschiitzen lisst. Sie haben einen vernachlissig-
baren Einfluss auf die Form der ,,Entropiewolke“. Gebiete, die kleinere Dichteamplituden als
der Minimalwert der Skala besitzen wurden in dem Plot der Anschaulichkeit halber ausgeblen-
det. Abbildung 4.11 verdeutlicht den Druckverlauf bei unterschiedlichen Ausbreitungsstadien
der Storungen. Es ist zu beachten, dass sich die Legende fiir jede Zeit an die Minimal- und
Maximalwerte im Rechengebiet anpasst.

Im Ausgangszeitpunkt ¢ = 0 hat die Entropiestérung in z-Richtung (parallel zu Symme-
trieachse der Diise zum Auslauf hin orientiert) eine Gau-Glocken-Verteilunung und ist tiber
den Radius konstant. Sie konvektiert mit der blockartigen Strémung ohne ihre Form zu ver-
andern. Ein Druckfeld ist zu diesem Zeitpunkt noch nicht ausgebildet. In Abb. 4.11 oben ist
der Druckverlauf fiir die Zeit ¢ = 5.8 x 10~*s abgebildet. Dort ist der erste Einfluss der Quer-
schnittsverengung auf die anfangs ebene akustische Welle dargestellt.

Zum Zeitpunkt ¢ = 0.0014s ist die Entropiestérung bereits in dem verjiingten Teil der
Diise. Die Amplitude der Dichteschwankung ist weiter abgesunken. Der Einlauf des Gebiets
niedriger Dichte (und hoher Temperatur) erzeugt eine Geschwindigkeitskomponente in positive
x-Richtung. Diese ist mit einem Druckanstieg hinter der Diise und einer Druckabsenkung vor
der Diise verbunden. Die Driicke in den entsprechenden Gebieten sind in den Diagrammen in
Abb. 4.12 zu sehen.

Bei t = 0.0029 s hat sich die Entropiestérung im Diisenhals, vor allem auflen, verteilt. Durch
den Anstieg der Machzahl in der Verengung wird die Stérung stetig in den Diisenhals eingesogen
und somit ,zerrissen“. Der Druck zeigt einen &hnlichen Verlauf wie im vorigen Stadium, jedoch
mit deutlich hoheren Amplituden.

Zum Zeitpunkt ¢ = 0.0044 s befindet sich die Entropiestérung divergenten Teil der Veren-
gung. Die Situation ist im Vergleich zum verjiingten Teil umgekehrt. Die Druckverteilung kehrt
sich ebenfalls um.
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In der untersten Aufnahme in Abb. 4.10 ist die Entropiestérung wieder in der Zone konstan-
ten Radius. Thre Form entspricht nicht mehr der im Ausgangszustand. Die Druckamplituden
fallen im Vergleich zur vorigen Aufnahme.

Das letzte Teilbild in Abb. 4.11 zeigt den stationéren Zustand nach dem die Entropieschwan-
kung das Rechengebiet verlassen hat. Es sind nur Schallwellen zu sehen. Im Diisenhals ist eine
Vergroflerung der Wellenlédngen an den Interferenzmustern erkennbar. Sie ist durch die ho-
he Machzahl verursacht. Die hohen Druckamplituden auf der Symmetrieachse sind durch den
Fokusierungseffekt der radialen Geometrie bedingt.

In den Zeitschrieben in Abb. 4.12 sind die Verlaufe fiir die nichtlineare oben beschriebene und
eine lineare Gegenrechnung dargestellt. Es sind Unterschiede im Druckverlauf, wie im Dichte-
verlauf am MICRO_004 zu beobachten. Die lineare Theorie unterschéitzt die Druckamplituden
gegeniiber dem nichtlinearen Modell.
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Abbildung 4.5: Aufsteilung einer ebenen Welle mit Gauf3-Glocken-Profil
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Abbildung 4.6: Generierung von Oberschwingungen eines harmonischen Signals
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Abbildung 4.7: Temperatur- (links) und Dichteverteilung (rechts) im Testgebiet
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Abbildung 4.8: Ablenkung von Schallwellen an einer Entropiestérung fiir den linearen und

nichtlinearen Fall
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Abbildung 4.9: Machzahlverteilung der Grundstrémung in der simulierten Diise
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t=0.0014 s

t=0.0058 s

Abbildung 4.10: Ausbreitung der Entropiestorung in der durchstromten Diise
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t= 5.8%10"s

y HER T ~m

-53.5-38.2 -22.8 -7.5 7.9 23.2 385 53.9 69.2 846

t= 0.0014

-162.8 -109.6 -56.3 -3.1  50.2 1035 156.7 210.0 263.2 3165

t= 0.0029 s

-1793.1 -1188.7 -584.3  20.1 624.4 12288 1833.2 2437.6 3041.9 3646.3

t= 0.0044 s

-2944 7.9 3102 6124 9147 12169 1519.2 1821.4 2123.7 2426.0

t= 0.0058 s

-320.0 -131.3  57.4 246,10 434.8 623.5 8122 1000.9 1189.6 1378.2

t= 0.0073 s

-219.2 -119.2 -19.2 808 180.9 280.9 380.9 480.9 580.9 680.9

t= 0.0247 s

-180.0 -143.8 -107.5 -71.3 -35.0 1.2 374 737 109.9 146.2

Abbildung 4.11: Ausbreitung der periodischen Druckstérung in der durchstromten Diise (va-
riierende Skala!)

93



P’ [Pa]

P’ [kg/m’]

4 ERGEBNISSE

MICRO_001

=600

—800

—1000

~1200]

~1400

—1600]

-0.08

0.1

-0.12

—0.14

—0.16

-0.18

-0.2

0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016
tls]

MICRO_001

| | | | | | | |
0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016

MICRO_004

1000

800

600

p’ [Pa]

400

200

| | | |
0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

|
0.012

| |
0.014 0.016

tls]
MICRO_004
T T T T T T T =
— linear
s s s s s s s s
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016
tls]

Abbildung 4.12: Vergleich der linearen und nichtlinearen Lésung am Mikro 1
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Akustische Schwingungen sind Druckschwankungen die sich relativ zur Stromung mit Schall-
geschwindigkeit ausbreiten. Sie konnen als isentrope Zustandsinderungen angesehen werden.
Der iibliche Ansatz zur Berechnung akustischer Felder beruht auf der Linearisierung ihrer ur-
spriinglich nichtlinearen Modellgleichungen. Diese Mafinahme ermdglicht den einfachen Zugang
zu analytischen Losungen, beinhaltet aber die Annahme kleiner Abweichungen vom Arbeits-
punkt. Diese Annahmen sind bei der Behandlung von z. B. Flugzeugtriebwerken oder Gastur-
binen nicht mehr erfiillt.

Im Rahmen dieser Diplomarbeit wird das allgemeinere nichtlineare physikalische Modell
zur Untersuchung der Ausbreitung von Stérungen in einer Diisenstromung herangezogen. Als
Storungen werden hier Abweichungen von einem mittleren stationdren Zustand bezeichnet.
Sie lassen sich in akustische, Entropie- und Wirbelstérke-Wellen einteilen. Besonderes Interesse
gilt der Untersuchung akustischer Storungen, die bei Stromungsmaschinen zu Larmbeléstigung
fithren. Die Untersuchung ihrer Entstehungs- und Ausbreitungsmechanismen in durchstrémten
Kanilen zieht die Betrachtung der Entropiestérungen automatisch nach sich.

Das zu Grunde gelegte physikalische Modell basiert auf den nichtlinearen Euler-Gleichungen.
Diese werden nach der Zerlegung in Gleich- und Schwankungsanteile (2.2) im Gegensatz zu
den meisten Arbeiten auf diesem Gebiet nicht linearisiert und enthalten somit Terme héherer
Ordnung. Der Zerlegungsansatz erméglicht die getrennte Behandlung der Akustik und der
Strémung und somit die Trennung von zwei Problemen unterschiedlicher Skalen.

Der Einfluss der Nichtlinearitéiten wird zunéchst an elementaren Phénomenen validiert und
anschliefend an einer realistischen Konfiguration mit der linearen Theorie verglichen. Die Er-
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5 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

gebnisse zeigen wie erwartet die Aufsteilung von Signalen hoher Amplitude, welche durch die
physikalisch richtige Kopplung der Schallgeschwindigkeit an die Storungsgrofien verursacht ist.
Die Aufsteilung, die zur Bildung einer Stofilésung fithren kann, fithrt zur Erzeugung von Ober-
schwingungen des urspriinglichen Signals. Die verdnderte tonale Zusammensetzung, die etwa
bis zur dritten Harmonischen signifikant ist, kann die Lidrmempfindung negativ beeinflussen.

Es wird gezeigt, dass auch bei moderaten akustischen Amplituden das nichtlineare Modell
von der linearisierten Form unterschiedliche Losungen liefern kann. Im nichtlinearen Fall zieht
ein Feld nichtkonstanter Entropie gleichzeitig ein Feld nichtkonstanter Schallgeschwindigkeit ¢
nach sich. Die ortliche (und bei Stromung auch zeitliche) Variation von ¢ beugt durchlaufende
Schallwellen unterschiedlich stark. Es entstehen Interferenzmuster, die das Ausbreitungsver-
halten verédndern. Die Erscheinung wird als Interaktion zwischen Stoérungsarten bezeichnet.
Sie ist im vereinfachten linearen Modell nicht enthalten. Dies kann zur Fehleinschétzung der
Fernfeldverhaltens fiihren.

Zur numerischen Losung des Storungsfeldes wurde 6rtlich das explizite optimierte DRP-Ver-
fahren vierter Ordnung eingesetzt. Die Zeitintegration basiert auf dem ebenfalls optimierten
LDDRK-Verfahren. Diese beiden diskreten Methoden besitzen ein begrenztes Auflésungsver-
mogen und fithren bei kurzwelligen Signalen zu Instabilitédten. Zur Sicherung der Stabilitét
werden deshalb Filterungsalgorithmen bendtigt. Im Rahmen dieser Arbeit werden Tiefpass-
Filter zur Unterdriickung unphysikalischer Losungen untersucht. Varianten mit unterschied-
licher Breite und Frequenzcharakteristik werden analysiert und experimentell gegeneinander
verglichen. Auf diesem Wege konnte eine Aussage iiber das Abklingverhalten der physikali-
schen Losung getroffen werden. In einer Gegeniiberstellung werden Filter und Ableitungssche-
mata allgemein als digitale Filter betrachtet und Kriterien fiir ihre Optimierung aufgezeigt.
Ebenfalls im Experiment wurde die Eignung der auf linearen Euler-Gleichungen aufbauten
PML-Randbedingung fiir das nichtlineare Modell gezeigt.

Als Schlussfolgerung ldsst sich sagen, dass die Anwendung des nichtlinearen physikalischen
Modells bei Problemen variabler Entropie, sowie Schallquellen hoher Leistung, eine deutlich
genauere Beschreibung im Vergleich zum linearisierten Modell liefert. Das bisherige vereinfach-
te Modell schliefit modale Wechselwirkung sowie spektrale Verédnderungen des Signals vollig
aus und gibt das reale physikalische Verhalten unzureichend wieder. Durch die Ahnlichkeit
der Gleichungsstruktur des neuen Ansatzes liefl sich das vorhandene CAA-Verfahren relativ
einfach erweitern.

Eine Erweiterung des vorgestellten Verfahrens stellt die Moglichkeit dar, iiber den Stofl mit
korrekter Entropiebilanz zu rechnen. Die Schwierigkeit besteht hier in der richtigen Model-
lierung des Dissipationsmechanismus. Ein Stof§ liegt mit seinem breiten Frequenzspektrum
naturgeméfl im instabilen Bereich des FD-Schemas und regt somit unphysikalische Losungen
an. Die Aufgabe des modifizierten Filters besteht also darin, unphysikalische Losungen zu
unterdriicken und gleichzeitig das physikalisch korrekte Abklingen des Stofles zu bewirken.
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A Anhang

A.1 Linearisierte Euler-Gleichungen

In diesem Abschnitt wird die Linearisierung der Euler-Gleichungen in Kurzform beschrieben. Die linea-
risierte Form wird fiir den Vergleich der Ergebinsse verwendet.

Kontinuitdtsgleichung

0
ot
8(90 + Q/) / / /
ere) V. v,
5 T Y (o0 + ) +u'- V(e + o) (A.2)
+ 00V (up+u)+0V-(yy+u)=0
0 00’
790 1wy - Yoo+ 00Y g+ +ug - Vo' + 00V - v
ot ot
=0 wg. Kontinuitit (A3)
+u' Voo + 0V -uy+u Vo +V-u' =0
0(2)
Die linearisierte Kontinuitétsgleichung hat die Gestalt
879’ + Vo V- v 'V =0 A4
g T Yo'+ oV -w+u Voo + 0V -u= (A.4)
Impulsgleichung
0
g<j+u.w)+w_o (A.5)
O(ug + o’
(o0 +0) ((uat“) T (g + o) - Vuo +u'>) Yo+ =0 (A.6)
/ a a !
1+ ) (22 4+ 2 4wy Vg +up- V' +u' - Vg +u' - Vo
00 ot ot
p vy (A7)
+ =4 = =0
Q0 %0
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Das Ausmultiplizieren und Sortieren der Klammerausdriicke liefert

Oy Vpo
— +uy - Vyg + —
F 00
=0 Grundstromung erfiillt die Euler-Gleichung
8u/ / /
+a—;+go-m+g’-mo+§igo-mo+zp (A.8)
0 0
/au/ / / /
L v v+ Ly Vi + Lk Yy + LV =0
00 Ot 00 00 00

0(2),0(3)

Nach Abzug der Gleichungen fiir die Grundstréomung und Streichung von Termen hoherer Ordnung
erhélt man die linearisierte Euler-Gleichung

=0 (A.9)

Oft wird der Term S—;go - V uy unter der Annahme, dass ¢’ < gy auch vernachliissigt.

Druckgleichung
0
S u-Yp+ Y u=0 (A.10)
d(po + 1
D00t D) 4 g+ ) (oo +8) + 100 + 1) - g +1) =0 (A1)
dpo op’ / / / / / / / ’
S Tt Yo+ poY - ug+ g Vo' - Vpo+poN - w +yp'Vug+u' - Vp' 4 yp'V - u (A.12)
~ 0@
Die linearisierte Druckgleichung lautet
op’ / / / /
B T U0 VP 4 Vpo +ypoN - u + 'V - up = 0 (A.13)

A.2 Matrixform der linearen Grundgleichungen

Schreibt man die oben hergeleiteten linearen Gleichungen in Matrixform (siehe (2.38)) auf, so haben
A, B,C und D die folgende Form

u o0 0 0 0 v 0 g 0 0
0 w 0 0 4 0 vo0 0 0 0
A=10 0 w 0 0 B=|0 0 w 0 - (A.14)
0 0 0 u O 0 0 0 wv9 O
0 vpo 0 0 wo 0 0 o 0 o
Vg — 1Mmwy 0 00 —41mQo 0
0 —1mawy 0 0 0
C= 0 0 —imuwyg 0 0 (A.15)
B 0 0 0 —imawg —img—lo
0 0 Ypo  —imypo  Yvo — imwg
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Aug Av doo 900
PR AN T ’
E(UOW_FUOW) rra or 0 0
D=| L(ule+ude) 2o o g 0 (A.16)
o (w0 G +og ) G G 0 0
0 T B0 (GG

A.3 Codeorientierte Form / Implementierung der Grundgleichung

Bei der Implementierung mufl die komplexe Grundgleichung (2.38) in ihren Real- Imaginirteil aufge-
spalten werden. Diese Prozedur ist durch die vorkommenden Multiplikation komplexer Gréfien mithsam
und wurde mit MATHEMATICA durchgefiihrt. Die vier komplexen, vektorwertigen Terme der rechten
Seite von (2.38) werden in die acht untenstehenden Vektoren umgerechnet. Die Nomenklatur entspricht
dem Rechencode und ist in Tabelle A.1 gegeben. Fiir den Realteil gilt

BU-RRX — RIX-UIM — RIM-UIX + RRX-URE + BR-URX + RRE-URX
94 —UIM-UIX + BU-URX + URE-URX + BRP?g;fé;gﬁ;fﬁg‘RRE
Re {A—*} = —UIM-VIX + BU-VRX +URE-VRX
—UIM-WIX + BU-WRX + URE-WRX

BU-PRX — PIX-UIM —~vPIM-UIX + PRX-URE +~vBP-URX +vPRE-URX

BV-RRY — RIY-VIM — RIM-VIY + RRY -VRE + BR-VRY + RRE-VRY
P BV.-URY —UIY-VIM +URY-VRE
e {B- é} - _VIM-VIY + BV-VRY + VRE-VRY + BRERYLPIYRIM PRy RAE
—VIM-WIY + BV-WRY +VRE-WRY

BV-PRY — PIY -VIM —~vPIM-VI1Y + PRY -VRE +yBP-VRY +vPRE-VRY

mBW - -RIM + BV-RRE — RIM-VIM 4+ BR-VRE + RRE-VRE
+m-BR-WIM 4 2m-RRE-WIM + 2mRIM-W RE

mBW -UIM + mURE-WIM + mUIM-WRE
} mBW -VIM +mVRE-WIM +WIM? —2BW-WRE + mVIM-WRE — WRE?

BW-VRE +mBW -WIM —VIM-WIM + BV-WRE +VRE-WRE +2mWIM-WRE

4 mBRPIM —mPRERIM +mPIMRRE
(BR+RRE)2+RIM?

mBW -PIM + yBV-PRE —~yPIM-VIM +~BP-VRE +~yPRE-VRE +myBP-WIM
+mPRE-WIM + myPRE-WIM +mPIM-WRE + myPIM-WRE

2
—
S

I

S}

FUX-RRE+ FVY-RRE + FRX-URE + FRY -VRE

FRXRIM?4+FRX-RRE? FRXRRE
FUX-URE + FUY -VRE — BR(BR+R2RE)2+RIM§ ~ (BR+RRE)2+RIM?2
b FRY-RIM?4+FRY-RRE FRY-RRE
Re {2 Q} = | FVX-URE+ FVY -VRE — BR(BR+RRE)2+RIM2? =~ (BR+RRE)2+RIM?

FWX-URE+ FWY - VRE
YFUX-PRE +~yFVY-PRE+ FPX-URE + FPY -VRE
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Der Imaginérteil hat die Form

BU-RIX + RRX-UIM + BR-UIX + RRE-UIX + RIX-URE + RIM-URX
BRPIX—PRXRIM+PIX-RRE
o4 BU-UIX +UIX-URE + (B RRE) LA
Jm {é'a;} = BU-VIX +URE-VIX +UIM-VRX
BU-WIX + URE-WIX +UIM-WRX

BU-PIX + PRX-UIM +~yBP-UIX +~vPRE-UIX + PIX-URE +~yPIM-URX

BV-RIY + RRY -VIM + BR-VIY + RRE-VIY + RIY-VRE + RIM-VRY
BV-UIY +URY-VIM + UIY -VRE
BRPIY—-PRYRIM+PIY-RRE
BV-VIY +VIY-VRE + VIM-VRY + ERLIX PRYRIMDIY
BV-WIY + VRE-WIY + VIM-WRY

BV-PIY + PRY -VIM +~vBP-V1Y +~yPRE-VIY + PIY-VRE +~vPIM-VRY

(=
3
—
I
Q|
RIS
——
Il

BV-RIM —mBW-RRE + BR-VIM + RRE-VIM + RIM-VRE + 2mRIM -WIM—
mBR-WRE —2mRRE-WRE

—mBW -URE +mUIM -WIM —mURE-WRE
} _ —mBW -VRE —2BW -WIM +mVIM-WIM —mVRE-WRE —2WIM-WRE
BW.-VIM + BV-WIM + VRE-WIM +mWIM? — mBW-WRE +VIM-WRE — mW RE>

mBRPRE+mPIMRIM+mPRERRE
(BR+RRE)2+RIM?

BV -PIM — mBW-PRE +~BP-VIM +yPRE-VIM + vPIM-VRE + mPIM-WIM
+ymPIM-WIM — ymBP-WRE — mPRE-WRE — ymPRE-W RE

(=
3
—N
S
I
h

FUX-RIM +~ FVY-RIM + FRX -UIM + FRY -VIM

FRXRIM
FUX-UIM + FUY -VIM — g PEXRIM

— FRY-RIM
FWX-UIM + FWY -VIM

YFUX-PIM +~FVY-PIM + FPX-UIM + FPY -VIM

Tabelle A.1: Variablennomenklatur des CAA-Rechencodes

Teilsymbol Bedeutung

R,U,V.W,P Stammsymbol fiir o, u, v, w und p
R~ U~ V~ W~ P~ Schwankungsgrofien

B~ Ruhegroien

~I/~IM, ~R/~RE  Real- und Imaginérteil

F~ Ableitung der Ruhegréfien

~X, ~Y Ableitung nach z und r
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A.4 Koeffizienten der Verfahren

Tabelle A.2: Koeffizienten des 7-Punkte DRP-Verfahrens

Koeff.

7-Pkt DRP

€o
C1
C2

C3

0
0.7708823805182255
-0.1667059044145804
0.0208431427703117

Tabelle A.3: Filterkoeffizienten der untersuchten Filter. Es gilt c_; = ¢;.

Koeff. 7-Pkt Tam 93 7-Pkt Vasilyev 11-Pkt Bogey & 11-Pkt Bogey &
[23] '98 [25] Bailly std [24] Bailly opt [24]
o 0.351061040 5/16 63/256 0.215044884112
c1 -0.242824317 -15/64 -105/512 -0.187772883589
c2 0.074469480 3/32 15/128 0.123755948787
3 -0.007175683 -1/64 -45/1024 -0.059227575576
cy 5/512 0.018721609157
s -1/1024 -0.002999540835
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Tabelle A.4: Koeffizienten des alternierenden LDDRK56-Verfahrens
Koeff. 1. Stufe 2. Stufe

oq 0 0

a9 -0.6051226 -0.4412737
Qs -2.0437564 -1.0739820
Qy -0.7406999 -1.7063570
as -4.4231765 -2.7979293
Qg -4.0913537
01 0.2687454  0.1158488
0o 0.8014706  0.3728769
03 0.5051570  0.7379536
B4 0.5623568  0.5798110
05 0.0590065  1.0312849
I 0.15

cl 0 0

&) 0.2687454  0.1158485
c3 0.5852280  0.3241850
cy4 0.6827066  0.6193208
cs 1.1646854  0.8034472
cg 0.9184166
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