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1 Einfiihrung

In dieser Diplomarbeit soll das symmetrische und antimetrische Beulverhalten eines beliebig
gekriimmten Schalenstreifens unter reiner Drucklast untersucht werden. Dabei ist der Einflufl

von Orthotropie und beliebiger Randeinspannung zu beriicksichtigen.

Abb. 1.2: Antimetrische Beulform

In den Abbildungen 1.1 und 1.2 sind Beulformen fiir gelenkige Lingsrandlagerung als
Ergebnisse von FEM-Rechnungen dargestellt, damit der Unterschied zwischen symmetrischer
und antimetrischer Beulform verdeutlicht wird. Eine grafische Darstellung der Ergebnisse
dieser Diplomarbeit als Beulformen gestaltet sich dagegen duflerst schwierig, wie im Kapitel

sieben noch ausfiihrlich erklart wird.

Diese Arbeit baut auf eine Studienarbeit [2] und eine Diplomarbeit [3] auf, die zum selben
Themenkomplex erarbeitet wurden. Es finden die Erfahrungen, die in diesen Arbeiten gemacht
worden sind, einen starken Eingang in diese Arbeit, ebenso wie hiufig Ergebnisse daraus

angesprochen werden. Zum Teil konnen Begriindungen und Erkldrungen fiir bisher ungeklérte
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Fragen aufgezeigt werden, da besonders gegeniiber [2] eine wesentliche Einschrinkung
vorgenommen und gegeniiber [3] eine mathematische Vereinfachung in der analytischen Ebene
eingefiihrt wird, die sich aus [11] ergibt. Die Einschriankung besteht aus der Vernachlédssigung
von Schubbelastung, woraus sich die Moglichkeit der Vereinfachung durch Auftrennung in

symmetrische und antimetrische Losungsfunktionen ergibt.

Die Stabilititsanalyse erlangt in der Luft- und Raumfahrttechnik deswegen besondere
Bedeutung, weil die gewichtsoptimale Auslegung meist auf schlanke und diinnwandige
Bauteile mit kleinem Strukturkennwert fiihrt, [1]. Héufig sind solche Bauteile von sehr
komplizierter geometrischer Gestalt, deren Berechnung eine Reduzierung auf analytisch oder
halbanalytisch behandelbare Modelle verlangt. Ein Beispiel dafiir ist ein Hautfeld eines
Tragfliigels zwischen zwei Stringern. Modelliert man die Stiitzwirkung eines Stringers mittels
einer Einspannfedersteifigkeit, nimmt am Ort der Stringer eine unverschiebliche Lagerung an
und beschrinkt sich auf nur ein Feld zwischen zwei Stringern, so kommt man zu dem Modell,
das in dieser Arbeit behandelt werden soll, wobei noch die vereinfachende Annahme
dquidistanter Stringer eingegangen ist. Die Beschrinkung auf ein Teilfeld ist deswegen
moglich, weil beim lokalen Beulen vom benachbarten Hautfeld keine Stiitzwirkung ausgeht,

[1].

Die Beriicksichtigung moglicher Faserverbundbauweisen erfolgt tiber das Materialgesetz, das
Orthotropie zuldBt. Allgemeine Anisotropie und Exzentrizitit finden allerdings in dieser Arbeit
keine Beriicksichtigung, es werden lediglich die zur Beschreibung orthotropen Materials in [1]

angegebenen Parameter verwendet.

Die bekannten Losungen fiir das gegebene Modell werden bereits von Schmalstieg [3]
aufgezihlt, und in den Rahmen laufender und abgeschlossener Forschungen eingegliedert, [5].

Das folgende, zweite Kapitel dieser Arbeit, welches sich vom zweiten Kapitel von [2] nur
geringfiigig unterscheidet, beinhaltet die zur Formulierung des Problems erforderlichen
Gleichungen und die ihnen zugrundeliegenden Voraussetzungen. Aus diesen Gleichungen wird
dann im dritten Kapitel ein Verfahren zur Bestimmung des Beulwertes angegeben. Hierbei wird
ein Ansatz fiir eine nach Airy fiir ebene Spannungszustinde eingefiihrte Spannungsfunktion
gemacht (Man beachte, daf ein ebener Spannungszustand auch in einer gekriimmten Schale
vorliegen kann, der Begriff der Ebenheit des Spannungszustandes hat also nichts mit
geometrischer Kriimmung zu tun). Eine Erlduterung der numerischen Umsetzung des
Verfahrens in ein Programm schlieit das dritte Kapitel ab. Das dritte Kapitel hélt sich ebenfalls
an das entsprechende Kapitel aus [2], unterscheidet sich aber in wesentlichen Teilen, z.B. in
den Vereinfachungen und der Aufteilung in Symmetrie und Antimetrie.

Im vierten Kapitel sind einige analytische Gleichungen zur Berechnung des Beulwertes, sowie
die verwendeten GroBen angegeben und erkldart. Darauf aufbauend werden mit den
analytischen Gleichungen erzeugte Beulwerte mit Ergebnissen des Programmes verglichen, die
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Vergleiche schlieBen sich an die ebenfalls in [2] und [3] gemachten an und setzen deren

Kenntnis voraus.

Im fiinften Kapitel werden mit dem Programm erzeugte Girlandenkurven fiir Symmetrie und
Antimetrie bei verschiedenen Kriimmungen gezeigt, um eventuell fehlerhafte Ergebnisse
erkldren zu konnen. Die groBle Anzahl der Abbildungen ergibt sich aus der Tatsache, dal}
immer doppelte Darstellungen sowohl fiir Symmetrie als auch fiir Antimetrie erfolgen.

Zusitzlich sind im folgenden sechsten Kapitel noch die direkten Vergleiche beider Losungen
angegeben, wobei der Einflul der Kriimmung und der Einspannfedersteifigkeit untersucht
wird. Soweit Ergebnisse vorhanden sind, werden sie fiir die verschiedenen Orthotropie-
parameter angegeben. Interessant ist hierbei die Fragestellung, ob die antimetrische Losung
nicht unter die symmetrische gelangt, denn so wire nicht gerechtfertigt, grundsitzlich eine
Beschrinkung auf die symmetrische Losung vorzunehmen, was hiufig gemacht wird.

Das siebte Kapitel enthilt die Beulformen und deren Darstellung fiir gelenkige Lagerung,
soweit diese berechenbar sind. Warum das nicht immer der Fall ist, wird kurz geschildert.

Im Anschlul folgt als achtes Kapitel eine kurze Zusammenfassung mit den daraus
resultierenden wichtigsten SchluBfolgerungen, und es werden Empfehlungen fiir den Umgang
mit dem Verfahren gegeben.

Der Anhang enthilt zusitzliche Abbildungen, eine kurze Beschreibung der Ubertragungs-
matrizenmethode und das Literaturverzeichnis. Die Ubertragungsmatrizenmethode ist
aufbauend auf [2] als urspriingliches Thema vorgesehen gewesen, doch hat sich schon nach
drei Wochen die Komplexitit der numerischen Auswertung gezeigt, die der
Ergebnisorientiertheit der Arbeit nicht Rechnung getragen hitte. Aus diesem Grund ist das
Verfahren nicht weiter verfolgt worden.



2 Modellformulierung

In diesem Kapitel sollen die Voraussetzungen und Annahmen fiir die Berechnungen kurz
geschildert und eine Aufzdhlung der zur mathematischen Beschreibung des Problems
benotigten Gleichungen in einzelnen Unterkapiteln gegeben werden. Dies sind die
Gleichgewichtsbedingungen, das Materialgesetz, die Verschiebungs- Verzerrungs- Relationen,
die Kompatibilititsbedingung und die Randbedingungen. Uber die Verwendung der
Gleichungen wird noch keine Aussage gemacht.

2.1 Voraussetzungen und Annahmen

Die Voraussetzungen, die den Berechnungen zugrunde liegen, sind die der geometrisch und
physikalisch linearen Theorie schwach gekriimmter Schalen [6]. Im wesentlichen sind das:

. die Verschiebungen sind klein gegeniiber den geometrischen Abmessungen,

° die tangentialen Verschiebungen in der Schalenfldche und ihre Ableitungen sind klein

gegeniiber der radialen Verschiebung w,

. die Ableitungen der radialen Verschiebung sind klein gegeniiber eins,
o die Dicke t der Schale ist klein gegeniiber dem Radius r,
. Der Einfluf} der ohnehin kleinen Plattenquerkrifte auf das Gleichgewicht der

Scheibenkrifte braucht nicht beriicksichtigt werden.

Die letzte Annahme hat ihre Begriindung in Erfahrungen, die bei vorangegangenen
Untersuchungen gemacht worden sind. Es hat sich bei dhnlichen Problemen, bei denen keine
Belastungen auftreten, die nicht in der Schalenfliche liegen, herausgestellt, dafl die
Vernachlissigung dieses Einflusses keine Unterschiede in den Ergebnissen fiir die Beulwerte
gekriimmter Schalen verursacht hat.

Eine Erkldarung, die sich dafiir anbietet, ist die Tatsache, da} sich bei stirker gekriimmten
Schalen und bei Zylindern im speziellen immer mehrere Beulen iiber den Umfang ausbilden
konnen. Aufgrund dessen kann das Problem immer wieder auf einen Schalenstreifen der Breite
einer Beule in Umfangsrichtung zuriickgefiihrt werden. Dies ist dann wieder ein Problem sehr
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schwacher Kriimmung, bei dem die Annahme zuléssig ist. Dies rechtfertigt die Erweiterung der

Rechnungen auf stirker gekriimmte Schalen mit dieser Methode.

Die Formulierung des Modells wird in Zylinderkoordinaten vorgenommen, wobei jedoch von
der allgemein iiblichen Bezeichnungsweise r, @, z abgewichen wird, um mit bisherigen Arbeiten
und Bezeichnungen, die mit Zylinderschalen zu tun haben, konform zu bleiben. Hierfiir sei
besonders auf [4] verwiesen. Eine ausfiihrliche Beschreibung der tensoranalytischen Notation
allgemein und in Zylinderkoordinaten entnehme man [2], sowie [7] und [8]. Eine Skizze des
Modells kann zur Veranschaulichung hilfreich sein, Abbildung 2.1.

Px

Abb. 2.1: Skizze des Schalenstreifens, aus [10]

Weiterhin wird ein so langer Schalenstreifen vorausgesetzt, dal der Einflul der Rand-
bedingungen der kurzen Rénder vernachlissigt werden kann, solange an diesem Rand die
Verschiebung w behindert ist. Es ist also lediglich egal, ob die Randlagerung dann gelenkig
oder fest eingespannt ist, [9]. Praktisch bedeutet das, im isotropen Fall sind Seitenverhiltnisse
a/b von mindestens drei zu realisieren. Im orthotropen Fall ist allerdings das Verhiltnis der
Biegesteifigkeiten mit einzubeziehen, und es ist ein wirksames Seitenverhiltnis von mindestens

drei vorauszusetzen, siehe [1].
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2.2 Gleichgewichtsbedingungen

Die Gleichgewichtsbedingungen entsprechen denen in [1]. Es sei hier schon darauf
hingewiesen, daBl die Terme, die sich aus dem EinfluB der Scheibenkrifte auf das
Gleichgewicht in radialer Richtung ergeben, Gleichung 2.2-1,e, im weiteren Verlauf der
Rechnungen auf Grund der Ansitze, die fiir w(x,y) und F(x,y) gemacht werden kénnen, ohne
Einfluf3 bleiben. Sie sind aus Griinden der Vollstindigkeit mit aufgefiihrt, werden aber in

anderen Quellen schon von vornherein vernachléssigt.

Ein Bild kann das Zustandekommen der Gleichgewichtsbedingung in radialer Richtung
veranschaulichen, wobei zu beachten ist, dal die Neigungen der Querschnitte der Schale
sowohl aus dem Kriimmungsradius r als auch aus den zweiten Ableitungen der Verschiebung
w(x,y) resultieren. In Abbildung 2.2 ist aus Griinden der Ubersichtlichkeit nur die radiale
Verschiebung w(x,y) angegeben, so da3 das Gleichgewicht im schwach verformten Zustand
angesetzt wird (Theorie erster Ordnung). Die Kriimmungen aus dem Schalenradius r und den
Verschiebungsableitungen werden anschlieBend einfach superponiert. Eine grafische
Veranschaulichung der anderen Gleichgewichtsbedingungen ist unter anderem [1] zu

entnehmen.

a&-l_ anx}/ = O .
ox  dy
on, N on,, _ ,
dy  Ox
om_Jdm .
X Xy _ = O , 2.2'1, -
o + 3y n, ( a-e)
om,& Jm
+ -n,=0 und
ady ox Y
a 2 2 2
on, on, o'w o'w ny(aw 1)20

_ ) _ l
ox 9y M ox’ y oxdy dy’ i r

Zum Aufstellen des Kriftegleichgewichts in radialer Richtung ist es notwendig, die
Linienkrifte mit thren Wirkungslingen dx und dy zu multiplizieren, wobei die Anteile der
Scheibenkrifte in die radiale Richtung zu projizieren sind. Somit kann also folgender

Zusammenhang aus Abbildung 2.2 entnommen werden:

|:—(nyz - %dyj]dx + [—(nxz _ony, dx)]dy
oy ox (2.2-2)

+|—-n a—W+n -n a—Wd +|—n a—W+n —n a—de—O
ox Y Yoy Y Yady 7 Y ox
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Dieser Ausdruck wird so umgeformt, dal dx und dy, die dafiir nur als Lingen interpretierbar

sind, ausgeklammert werden konnen:

|:anyz on, dw dw dw

+ - —2n n
dy  Ox * dxdx ¥ dxdy 7 dydy

i|dxdy =0 . (2.2-3)
Nach Vollzug eines Grenziiberganges und nach Ausnutzung der Tatsache, da} vollstindiges
und partielles Differential von x und y iibereinstimmen, wenn noch keine Zylinderkoordinaten
verwendet werden, ergibt sich der gesuchte Anteil des Gleichgewichts. Dall der Anteil von n,
mit dem Faktor r'! hier nicht auftritt, hat darin seine Ursache, daB, wie oben erwihnt, nur eine
Verformung w(x,y) angenommen worden ist. Jede weitere Kriimmung oder Verdrillung kann
superponiert werden, was in diesem Fall bedeutet, dal der Term r!, der die konstante
Kriimmung in y-Richtung reprisentiert, dem entsprechenden Term fiir die Kriimmung aus
w(x,y) hinzuzufiigen ist. Dann hat der Ausdruck die Form der Gleichung 2.2-1, e.

p=tangp
=dw
dx

Y= tany

dx = dw

dy

K

Abb. 2.2: Verformtes Element, freigeschnitten
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2.3  Materialgesetz

Das linearelastische Materialgesetz ist [1] entnommen. Es beriicksichtigt keine Exzentrizitét, so
daB keine Terme in den Steifigkeitsmatrizen auftreten, die eine Kopplung zwischen Platten-
und Scheibeneffekten hervorrufen wiirden, und es beschrinkt sich auf orthotropes Material.
Aus der Tatsache, da} keine Kopplung zugelassen ist, leitet sich auch die Moglichkeit der
Erzeugung der Orthotropie lediglich durch die Biegesteifigkeiten und Dehnsteifigkeiten ab.

Eine weitere wichtige Eigenschaft der Steifigkeiten ist, daB3 sie vom Ort unabhingig, also als

konstant vorausgesetzt werden.

(o, ] [ey ¢, 00 0 07 [eg,]

n, Cpb ¢ 010 0 O &y

ST I T L PR ,[E}: (2.3-1)
m, 0 0 O |cy c5 O K, m

m, 0 0 O |cy c5 O Ky

m, | [0 0 0[]0 0 cuf Ky

Die Inversion der Gleichung 2.3-1 liefert die Nachgiebigkeitsmatrix, wobei deren Elemente zur

Unterscheidung mit einem Sternchen gekennzeichnet werden.

e, | e, ¢, 0[]0 0 of/[n,]

€y CTz CZz o,0 0 O n,

€y |_| 0 O C 0 O 0 [,y ’ [g}: (2.32)
Ky 0 0 O |c, c5 O m, X

Ky 0 0 0 |cy c5 O m,

X [O O 00 O C;_ | my |

Bei den folgenden Rechnungen ergeben sich einige praktische Abkiirzungen, die wie in [1]
eingefilhrt werden. Dies sind die Dehnsteifigkeiten lings und quer, Dy und D,, die
Schersteifigkeit D,,, die Biegesteifigkeiten lings und quer, B, und By, und die Kreuzsteifigkeit
Byy:

(2.3-3,a,b)



Kapitel 2: Modellformulierung 14

Aus diesen Steifigkeiten werden im weiteren Verlauf die benétigten Parameter zur

Beschreibung der Orthotropie gebildet.

2.4 Verschiebungs- Verzerrungs- Relationen

Die folgenden Gleichungen, die den Zusammenhang zwischen den Verschiebungen u, v und w
und den Verzerrungen &, €, und €, und den Kriimmungen x, .k, und K, angeben, sind
ebenfalls [1] entnommen. Thre Herkunft aus der Elastizitétstheorie fiir rotationssymmetrische
Zylinderschalen in Zylinderkoordinaten ist bereits in [2] ausfiihrlich erklért.

Die Kriimmungen « der Platte sind dabei denen der ebenen Platte identisch.

_n

X ax b

A

Y dy r |
du odv

€y ="+
dy Ox
o, (2.4-1,a-f)

x:_8X2 ’
2

K, =_8 VZV und
dy

= o*w

¥ T 9xdy

Ein nicht zu vernachldssigender Term aus dem Kriimmungseinflu} ergibt sich aber bei der
einmaligen Ableitung der Verschiebungen zu den Verzerrungen. Dieser Term entsteht bei €,
durch die kovariante Ableitung der Vektorkomponenten des Verschiebungsvektors in
Zylinderkoordinaten. Der Faktor r' entspricht gerade dem Christoffel-Symbol, welches fiir
diese Ableitung heranzuziehen ist, siehe [7]. Weitere zusétzliche lineare Terme aus kovarianten

Ableitungen gibt es bei den Scheibenverzerrungen in Zylinderkoordinaten nicht.
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2.5 Kompatibilitit

Die Kompatibilitdtsaussage ist eine tensoranalytische Identitit. Von den neun Gleichungen sind
jedoch nicht alle wichtig. Die relevante mit den bisher beschriebenen Verzerrungen der Scheibe
146t sich aus der Anschauung allerdings viel einfacher als tensoriell gewinnen. Dazu miissen die
Verschiebungs- Verzerrungs- Relationen, Gleichung 2.4-1 herangezogen und ein Ausdruck
gebildet werden, aus dem die Tangentialverschiebungen u und v eliminiert sind, denn iiber
diese Verschiebungen soll im weiteren Verlauf der Rechnung keine Aussage gemacht werden.

Eine Moglichkeit, so eine Aussage zu erhalten, ist dann:

azex+82£y_828xy _ d'u . 9’v +1azw_ d’u 9
dy>  9x> dxdy 0xd’y 0x’dy rox> oxdy> 9x2dy
. (2.5-1)
w
T ox

Die Notwendigkeit der Kompatibilitit zur Losung des Differentialgleichungssystemes ergibt
sich aus der Tatsache, da}3 ein Ansatz nach Airy gemacht wird, der eine neue Unbekannte,
ndmlich die Spannungsfunktion, einfiihrt.

2.6 Randbedingungen

Die Randbedingungen werden nur an der Lagerung der seitlichen Rénder formuliert, weil die
Randbedingungen der kurzen Rinder als unerheblich vorausgesetzt werden, was aus der
unendlich angenommen Linge resultiert und den im weiteren verwendeten, in Lingsrichtung -
periodischen Ansatz rechtfertigt. Als erste Randbedingung ist zu nennen, dafl die

Durchsenkung der Ridnder an den Lagern null ist:

w(x,y = ig) =0. (2.6-1)

Die zweite Randbedingung in den Verschiebungen resultiert aus dem Momentengleichgewicht
an der Einspannung, da Randmoment und Randquerschnittsneigung iiber eine Federung

gekoppelt sein sollen:
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m +mg =0 , mit

. b
my=055Ky+C45KX=ByK mit Kx(x,y=i5)=0 ,

ow 1 b
—— ,beiy=%— , 2.6-2
3y b y=17 ( )

y 9

mg =F+Cy

82W+ Cr oW _
~*
dy- bB, dy

b
0 ,bei y=x— .
Y 2

Eine feste Einspannung wird so durch eine sehr groBe Einspannfederzahl Cg/B, modelliert,
wihrend die gelenkige Lagerung mit Cr/B,=0 wiedergegeben wird. Abbildung 2.3 soll diesen

Zusammenhang verdeutlichen.

A ZW

M 0 bei w=0 M 0 bei w0
oy oy
y
ké X h)
my my
Cr Mmyr Myr Cr
_b b

Abb. 2.3: Randeinspannung , aus [10]

Zwei weitere Randbedingungen werden fiir die Scheibenkrifte formuliert. Liangs am Rand
werden keine Lasten eingeleitet. Deshalb sind die Aussagen moglich, daf3

b
n (x,y= iE) =0, (2.6-3)

weil normal zum Rand keine Kraft wirken kann, da der Rand in dieser Richtung frei

verschieblich ist, und daf

n (x,y= ig) =p, ., (2.6-4)
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weil am Rand keine Anderung von n, auftreten kann, da eine Einleitung am Rand
ausgeschlossen wird, so dal nur der konstante Teil p,, der im ganzen Bereich gilt, als
Randwert vorhanden ist. Dies ist gleichbedeutend damit, dal keine zusitzliche
Beulverschiebung u in Langsrichtung auftreten kann, vergl. [10].

Mit den Grundgleichungen sind alle benétigten Zusammenhinge zur Beschreibung des Modells
gegeben. Die Umsetzung in ein Verfahren zur Bestimmung des Beulwertes wird im folgenden
Kapitel beschrieben.
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3 Verfahrensentwicklung

In diesem Kapitel wird mittels der im vorhergegangenen Teil angegebenen Gleichungen ein
Verfahren zur Bestimmung des Beulwertes abgeleitet, in dem Ansitze zur Losung des
Differentialgleichungssystems ausgewertet werden und im Anschluf} tiberpriift wird, ob die
Randbedingungen mit dieser Losung erfiillt werden. Die Vorgehensweise entspricht der in [2],

wo auch eine ausfiihrlichere Ableitung zu finden ist.

3.1 Allgemeine Losung der Differentialgleichungen

Das Problem soll durch die Verschiebung w(x,y) und eine einer Potentialfunktion dhnlichen
Funktion F(x,y), der Airyschen Spannungsfunktion, aus der sich die Scheibenkrifte ableiten
lassen, beschrieben werden, siehe [1] und [4]. Es sind also zwei Differentialgleichungen in
diesen GroBen aufzustellen. Dieses Vorgehen wird beim Losen ebener Verzerrungs- oder

Spannungszustinde verwendet.

Beim Aufstellen der Differentialgleichungen und bei der Wahl der Ansatzfunktionen sind die in
Kapitel zwei formulierten Zusammenhinge ausschlaggebend. Zuerst werden in der Gleich-
gewichtsbedingung 2.2-1,e die Plattenquerkrifte ny, und ny, eliminiert, indem sie durch die
Gleichgewichtsbedingungen 2.2-1,c und d ersetzt werden. Dadurch gehen Aussagen iiber die
Querkrifte verloren, doch sie sind nach den Voraussetzungen sowieso nicht von Interesse. Als

zweite Differentialgleichung wird die Kompatibilitdtsbedingung genommen.

Um die Scheibengleichgewichtsbedingungen, Gleichung 2.2-1,a und b, zu erfiillen, wird fiir die
Scheibenkrifte folgender Zusammenhang formuliert:

2
nxzaLXQ’Y)+px , p, =const
dy
0’F(x,y)
ny:T‘pr , py:O ) (31-1)
J°F(x,
A L Py =0

n,, = )
Y oxdy Y
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Hierbei ist iiber die Funktion F(x,y) noch keine Aussage gemacht, ihre Einfithrung auf diese
Art bedingt jedoch, dall die angesprochenen Differentialgleichungen a priori erfiillt sind, was
man durch Einsetzen sofort verifizieren kann. Der konstante Anteil p, ist die Grofe, die im

weiteren Verlauf als Beullast zu bestimmen ist.

Nutzt man Gleichung 3.1-1 aus, so wird die erste Differentialgleichung zu:

2 0’ 0’ 2 : ’ ’ ’ :
Pl T (I, PN TES TP )
ox oxdy  dy dy dby r
Ny —2n ¥

Xy

ax>  oxdy oxdy ox’
%,_/ n

Setzt man in diese Gleichung das Materialgesetz und die Verschiebungs-
Verzerrungsrelationen ein, so ergibt sich die erste Differentialgleichung in der Form, in der sie
weiter verwendet wird und in der sie auch dhnlich in [1] zu finden ist:

d'w _9B d'w B d'w
* ox* Y ooxdy’ Y ay!
J0°’F o°w O’F 9°w  0°F o’w

-B

— 2 - 3.1-3
dy’ ox’ - oxdy dxdy 0x° 9y’ ( )
L

Px x> r ox>

Die mittleren drei Summanden sind die, die schon in Kapitel zwei als irrelevant bezeichnet
wurden, da sie auf Grund der Ansitze, die fiir F und w gemacht werden konnen, herausfallen,
vergl. [2]. Sie werden in [1] und [10] ebenfalls nicht beriicksichtigt. Um die zweite
Differentialgleichung in der gewiinschten Form aus der Kompatibilititsbedingung zu erhalten,
wird in Gleichung 2.5-1 das Materialgesetz mit den Nachgiebigkeiten und der in Gleichung
3.1-1 formulierte Zusammenhang eingesetzt. Es ergibt sich dann:

1 'F 2 J'F 1 0°F 19°w

20, L2 19V _y, 3.1-4
D, dy* D, dx’dy* D, ox* r ox’ ( )

X

Die beiden Differentialgleichungen 3.1-3 und 3.1-4 bilden ein homogenes System von
gekoppelten, linearen, partiellen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.

Folgender Ansatz fiir F und w {iberfiihrt das Problem in ein lineares Gleichungssystem:

Yy
W(X9 Y) = W< SIH(B) eub )
4 (3.1-5)

y
F(x,y)=F sin(Bjeub
a
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Die Ortsfunktion ist also in beiden Ansétzen gleich. Die mit einem Stern gekennzeichneten
Amplitudenwerte sind Konstanten, was bedeutet, dafl F und W sich nur in einem konstanten
Faktor unterscheiden konnen. Dies erlangt im weiteren Verlauf der Rechnung eine gewisse
Bedeutung, denn es ermoglicht erst die Losung.

Dieser Ansatz spiegelt auch die gemachten Voraussetzungen wieder, denn er ist in x-Richtung
m-periodisch, was aus der unendlichen Linge resultiert, und in y-Richtung ist eine unbekannte
Periodizitit angenommen, da die Drehfedereinspannung und die Kriimmung eine Annahme

einer m-Periodizitit nicht zulassen.

Mit den Ansidtzen 3.1-5 werden die Differentialgleichungen 3.1-3 ohne die mittleren Terme
und 3.1-4 zu folgenden, in Matrixschreibweise zusammengefaliten Ausdriicken, aus denen die
Ortsfunktion schon herausgekiirzt ist:

P u2,Jt2 H4
TR Byt 1w
1t ra W
+p.— o, —|=0. 3.1-6
px az F = ( )
1m LI T O
ra’ D, b* D, b’a®> D, a’

Die Losbarkeitsbedingung, da3 die Determinante der Koeffizientenmatrix null ist, liefert ein
Polynom achten Grades in W, welches es ermdglicht, unter Vorgabe der Steifigkeiten, der
Lasten und der Geometrie des Schalenstreifens acht W, zu bestimmen, mit denen die Ansétze

3.1-5 die Differentialgleichungen erfiillen:

28: e,n' =0 , mit
i=0

B, 1
€ :D—y§ , e7=0 ,
27’ (B B
e, =— 2756( Y4 )’]’ 65:0,
a’b>{ D, D,
TC4 Bx 4BX}’ By px a2 (31-7)
s E |l Tttt 5|6 =0,
ab’{D, D, D D=
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Mit den acht aus dem Polynom ermittelten Nullstellen folgt dann fiir die allgemeine Losung der

Differentialgleichungen auf Grund der Linearitit durch Superposition:

Y

8 i Y
wix,y) =Y W, Sin(ﬂje L
k=1

a

. o (3.1-8)
F(x,y) = ZFk sin(Bje Heb
k=1

a

Es sei hier darauf hingewiesen, dafl das Polynom 3.1-7 ein Polynom achten Grades ist, aber nur
dessen Koeffizienten vor geraden Potenzen sind ungleich Null. Somit ist die Interpretation als
ein Polynom vierten Gerades in den Quadraten von u, also in p? moglich. Es gibt
dementsprechend nur vier unabhingige Losungen, da sich die | paarweise nur im Vorzeichen
unterscheiden. Es wird folgender Zusammenhang eingefiihrt, um diesem Umstand Rechnung

zu tragen:
u=tJA, el +el+e M +e,M +e =0, (3.1-9)

wobei die Koeffizienten denen in 3.1-7 entsprechen. Die Tatsache, daB3 nur vier unabhéngige
Losungen auftreten, ermoglicht es, bei der Uberpriifung der Erfiillung der Randbedingungen

eine Beschrinkung auf vier Gleichungen vorzunehmen.

3.2 Proportionalititsfaktoren und Vereinfachung

Ob die berechnete allgemeine Losung die Randbedingungen erfiillt, mufl anschlieBend
iiberpriift werden, doch vorher soll ausgehend vom Gleichungssystem 3.1-6 der
Zusammenhang zwischen den Amplitudenwerten von w(x,y) und F(x,y) berechnet werden, da
der Proportionalititsfaktor fiir die Uberpriifung der Randbedingungen bekannt sein muf. Dafiir

wird folgender Ansatz gemacht :

Fo=kW, . W=I, k=1.8,

e (3.2-1)

Im Hinblick darauf, dal die Aufgabe numerisch zu 16sen ist, ist das ganze Verfahren so weit
wie moglich analytisch aufzubereiten. Das bedeutet unter anderem, daf} die Rechnungen fiir die
im allgemeinen komplexen Zahlen so durchzufiihren sind, da man Real- und Imaginirteil
voneinander trennen und eine Programmierung in komplexen Zahlen weitestgehend vermeiden

kann. Es wird also fiir alle komplexen Groflen ein Ansatz gemacht, der wie folgt aussieht:
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Zahl =rZahl +i-mZahl . (3.2-2)
Die Priifixe r und m kennzeichnen Real- respektive Imaginirteil der Zahl.

Fiihrt man jetzt fiir die Koeffizienten des Gleichungssystems 3.1-6 Abkiirzungen ein und nutzt
den Zusammenhang 3.2-1 aus, so ergibt sich eine Kurzform der Art:

A | B]T1
l=l=0 ,n=1..8 . (3.2-3)
G

wobei die Koeffizienten A und D der Matrix von A, , bzw. |, abhidngen, wihrend die
Koeffizienten B und C gleich und von A, unabhingig sind. Die Matrix ist singulir, da die A,
gerade so bestimmt wurden, so da3 man aus beiden Zeilen den Faktor k, bestimmen kann. Es
mul} dasselbe Ergebnis herauskommen, da die Zeilen linear abhéngig sind. Genauso gut kann
man iiberpriifen, ob die Determinante tatsdchlich null ist.

Der Faktor k, wird im allgemeinen komplex sein, genau wie die Nullstelle i, woraus folgt, dall
auch A und D komplex sind, wihrend C = B reell bleiben, also ist nach Gleichung 3.2-2

folgende Umschreibung vorzunehmen:

rA, +i-mA | B 1
C |an+1-mDn rk, +1-mk,

Hieraus ergeben sich die Berechnungsvorschriften fiir Real- und Imagindrteil von k, in
Abhingigkeit der Matrixkoeffizienten in zwei Versionen (1. und 2. Zeile auswerten). Die
Matrixkoeffizienten selbst sind dann noch im Anschlufl in Abhéngigkeit von p nach Real- und
Imaginirteil getrennt zu berechnen, so dall der Proportionalititsfaktor k, wie folgt ermittelt

werden kann:

1) rkn+i.mkn:_w ,
B
ok =B gy o MA,
B B
| (3.2-5)
2) I‘kn+i-mkn=—Cm,
rD, +i-mD_
srk=C— P g =c— M
(rD,) +(mD,) (rD,)" +(mD,)

Die Berechnungsvorschriften fiir die Matrixkoeffizienten A,, B, C und D, ergeben sich mit dem
Ansatz:
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W, =ru, +i-mp, ,damit
o, (3.2-6)
W, =ri. —mu +i-2rit, my,
nach Real- und Imaginérteil getrennt zu den Ausdriicken in der folgenden Gleichung:
4 2 B
A, =B Ee2m T (i)~ o (1t =6 i)
TCZ
+pxa_2 ’
2
mA , =~4B, — 5, mp, —4-— i, mi, (g —mug) |
1
B: C:— -
r al (3.2-7)
1 4 4 2 2 ? 2 2 TC4
D, = i, +mu, -6y mu, )——— i, —mp )+ —— ,
n Dx b4( l'l’n un I'Ln u’n) ny a2b2 ( un l'l'n) ])y a4
2
mD =—— . mu (ru? —mu?)-—————r. m ,
v = g7 o MM, (1] —mu) D a7’ Mo s

mit z.B. ) = (run)4 , nicht ! = r(uﬁ) !
Eine Formulierung in Abhéngigkeit der A, ist auch mdglich, dabei miissen nur Substitutionen
z.B. folgender Art vorgenommen werden:
2 . 2 . 2 2 .
W, =(m, +i-mp, ) =rA, +i-mA, =ru, —mu, +i-2ry my, ,
( ) (3.2-8)

i =rA% —m +i-rh,mA, =rud —6rpimp] +mu +i-(ruomy, —mpom )

Es ergeben sich damit folgende Berechnungsvorschriften fiir die Proportionalitéitsfaktoren:

2 2
L T 2B B, (a
k =r=|-B|=| +—2rh —— = | (12 =mA2 )+ ,
n a[ X(aj b2 n b4 (ch ( n n) px:|
, (3.2-9)
2B 2B
mk | L =mA, ——* (ij A, mA, | .
al b b T

Isoliert man aus 3.2-8 speziell den Zusammenhang
(3.2-10)

rh,=TW.—mu,, mh, =2r, myu, ,

so wird aus 3.2-9 ersichtlich, dal bei rein reellen und rein imagindren Nullstellen W, der
Proportionalititsfaktor k, reell bleibt. Nur bei komplexen Nullstellen erhilt man einen

komplexen Proportionalitétsfaktor.
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Mit diesen Auswertungen kann die Uberpriifung der Erfiillung der Randbedingungen
theoretisch beginnen. Diese Uberpriifung ist dadurch vorzunehmen, daB die vollstindige
Losung 3.1-8 der Differentialgleichungen unter Ausnutzung von 3.2-1 mit den aus 3.2-5
berechneten Proportionalitdtsfaktoren in die Gleichungen 2.6-1 bis 2.6-4 fiir die
Randbedingungen eingesetzt und die Losbarkeitsbedingung tiberpriift wird. Vorher ist jedoch
eine Vereinfachung vorzunehmen, die das Problem reduziert. Urspriinglich wiren bei acht
Nullstellen und somit acht Integrationskonstanten in der allgemeinen Losung acht
Randbedingungen bendtigt, also vier an jedem Rand. Nun sind aber die Nullstellen paarweise
vom Betrag gleich, genauso wie die Randbedingungen am rechten und linken Rand sich nur im

Vorzeichen unterscheiden. Sie sind also symmetrisch.

Nimmt man nun die Ortsfunktion aus der allgemeinen Losung 3.1-8, und wertet sie am rechten
und linken Rand aus, so ergibt sich folgendes Schema:

My My K By =Myl Uy
LRbrechts [ i i i A
2.Rb rechts
3.Rb rechts
4 Rbrechts | ...... _|tA | -A (3.2-11)

1.Rblinks L L [—é | +é} '

2.Rb links

3.Rb links
4.Rb links

.....................................................................

.....................................................................

Die Gleichungen sind nach Randbedingungen und die Summanden nach Nullstellen geordnet.
Mit der Ortsfunktion am rechten und linken Rand (y=+"/, und y=-"/,) und den Nullstellen mit
den unterschiedlichen Vorzeichen ergibt sich eine solche Koeffizientenmatrix, die stets singulér
ist. Am besten ist das zu erkennen, wenn man einfach die unteren oder oberen vier Zeilen mit
-1 multipliziert. Eine Beschrinkung auf die 4x4-Teilmatrix ist somit notwendig. Im weiteren
wird stets nur noch mit vier Summanden gerechnet, denn es ist ausreichend, die
Randbedingungen an einem Rand mit den vier positiven oder den vier negativen Wurzeln der
Nullstellen A, des Polynomes 3.1-9 zu iiberpriifen. Besonders vorteilhaft erweist sich das bei

der numerischen Auswertung, was im Vergleich mit [2] und [3] deutlich wird.
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3.3 Aufteilung in symmetrische und antimetrische Losungen

Vorher wird die allgemeine Losung in antimetrische und symmetrische Anteile zerlegt, um eine
getrennte Untersuchung vornehmen zu konnen, [11]. Dies gelingt mit den Definitionen fiir die
echten und die hyperbolischen Sinus- und Cosinus-Funktionen, sowie Zusammenhiéngen, die
sich daraus ergeben [12]:

e™™ = cosh(ri+i-mu)+sinh(rpti-myu),

cosh(i-mp) = cos(i-my) ,

sinh(i-mp)=1-sin(my) , (3.3-1)
cosh(rpt+i-mp) = cosh(rp)-cos(mp)+i-sinh(rp)-sin(mp) ,

sinh(rp £1i-mpt) = sinh(rp)-cos(mpt)i-cosh(ru)-sin(mp) .

Zusitzlich ist es fiir die numerische Umsetzung des Verfahrens in ein Programm noch
praktisch, wenn unterschieden wird, welcher Art die Nullstellen des Polynomes sind, d.h., rein
reell, rein imaginidr oder allgemein komplex, womit eine weitestmogliche analytische
Aufbereitung der Berechnung der Programmierung vorangegangen ist. Es ergeben sich hieraus

verschiedene allgemeine Losungen.

Ausfiihrlich soll dies bei komplexen Nullstellen durchgefiihrt werden. Die allgemeine Losung
ist auf vier Summanden reduziert und lautet dann mit den Proportionalitétsfaktoren wie folgt:

y

4 ~
w(x,y)= sin(nijzw:eunb ,
a n=1

' , (3.3-2)
F(x,y) = sin(nEJanwje”"b ,
a n=1

wobei der Proportionalititsfaktor k,, die Nullstelle W, und die Integrationskonstante W, nach

3.2-2 als komplex anzusetzen sind. Dal} k, komplex ist, ist 3.2-9 zu entnehmen.

Mittels 3.3-1 kann 3.3-2 in symmetrische und antimetrische Anteile zerlegt werden, fiir die
Spannungsfunktion ergibt sich fiir den symmetrischen Anteil:

4
F(x,y) = Sin(nijW:(rkk +i-mkm)cosh((ruk +i-muk)%j
a

k=1
= sin(?t

jz W]j(rkk +1i- mkm) cosh(ruk l) cos(ml.tk X] +1-sinh (ruk Xj sin(muk X) .
o b b b b

(3.3-3)

o | >
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Komplexe Nullstellen treten immer konjugiert komplex auf, was bedeutet, dafl sich nur das
Vorzeichen vom Imaginirteil der Nullstelle p, dndert. Man kann dementsprechend eine
Aufteilung der Gleichung in Real- und Imaginirteil vornehmen, wenn im weiteren Verlauf ein
lineares Gleichungssystem gebildet werden soll, in dem die Gleichungen auf Null abgefragt
werden. Damit werden fiir jede Nullstelle zwei Gleichungen erhalten, die aber von den
Gleichungen zur konjugiert komplexen linear abhingig sind. Man reduziert im Anschlufl auf
zwei Nullstellen, die allerdings beide nicht gerade ein Paar konjugiert komplexer Nullstellen

sein diirfen. Die Auftrennung in Real- und Imaginérteil ergibt:

2
rF(x,y) = sin( )WKZ(rk cosh(ruk b)cos(muk b) mk sinh(ruk %) sin(ml,tk %D ,
X 2 y y . y). y
mF(x,y) = s1n(1t ;jwk ;(mkk cosh(mk E) cos(ml,tk E) +rk, sinh (ruk b sin| my, NIk

(3.3-4)
Auf die selbe Art und Weise ergibt sich fiir die Beulverschiebung w(x,y):

) X\ s y y
w(Xx,y) = s1n(1t ;)Z W, rk, cosh(rl,tk E) Cos(muk E) ,

k= (3.3-3)

_ X 1N o . y) . y
mw(X,y) = sm(nz); W, mk, sinh h(rl.tk E) sm(ml.tk E) .

Um die Anteile wieder in einem System zusammenschreiben zu konnen, werden neue

Konstanten eingefiihrt, und zwar:
B, =W, und B, =i-W, . (3.3-6)

Damit kann folgende Umschreibung vorgenommen werden, wenn einem Paar konjugiert
komplexer Nullstellen ein Index k=1 und einem zweiten moglichen Paar der Index k=3

zugeordnet wird:

F(y), = By| rk, cosh| ru, Y lcos my, Y —mk, sinh(rpk Xj sin(muk Xj ,
b b b b
F = y Y ' Y y
Vs = B,H,(rnkk cosh(ruk chos(mpk E]+ rk, smh(rpk bjsm(muk bD ,

W(y)q =B, rk, cosh(ruk %) Cos(m}lk %) ’

W(y)(k+l) = Bk+lmkk Sinh(ruk %j Sin(muk %j .

(3.3-7)
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Hierbei sind nur noch die einzelnen Summanden ohne die ohnehin gleiche Funktion in x
angegeben. Der Verzicht auf die Summation triagt der Tatsache Rechnung, dal neben einem
Paar konjugiert komplexer Nullstellen noch zwei weitere beliebige auftreten konnen. Eine
weitere Bedingung, die die obigen Umschreibungen erst ermdoglicht, ist die Tatsache, dal bei
der Uberpriifung der Randbedingungen die Gleichungen auf Null abgefragt werden. Die
Summanden 3.3-7 sind also schon fiir den Aufbau des Gleichungssystemes modifiziert und
entsprechen nicht mehr identisch der allgemeinen Losung 3.3-3.

Mit den antimetrischen Anteilen erhélt man entsprechend:

F(Y)u, = Ck(rkk cosh(ruk %) sin(m;,tk %) +mk, sinh(ruk %j cos(muk %jj ,

F(Y) oy =Crni (rkk sinh(ruk %) cos(mpk %) —-mk, cosh(ruk %) sin(m},tk %D ,
(3.3-8)

w(y)y, =C, 1k, cosh(ruk %) sin(muk %) ’
— . y y
W(Y)(km =C,,,mk, sinh (ruk Ej cos(muk E] .

Die neuen reellen Konstanten Cy sind analog zu 3.3-6 eingefiihrt.

Bei reellen Nullstellen kénnen sich vier verschiedene r, ergeben, wihrend alle mu, Null sind.

Somit erhélt man dann fiir den symmetrischen Anteil mit k=1 bis 4:

F(y), = Bk, cosh(r},tk %j ,

(3.3-9)
W(Y)(k) =B, COSh(mk %j )
fiir den antimetrischen Anteil:
_ . y
F(y), = C, 1k, smh(ruk Ej ,
(3.3-10)

w(y)y, =C Sinh(ruk %) :

Als letztes sind noch die Summanden der allgemeinen Losung bei rein imaginidren Nullstellen
anzugeben. Es ergeben sich ebenfalls vier verschiedene Anteile, die bei Symmetrie wie folgt

lauten:
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F(Y)(k) =B, rk, COS(ka %) ,

(3.3-11)
w(y)y =B, COS(lek %) .
Und bei Antimetrie erhilt man schlieflich fiir k=1 bis 4:
_ . y
F(y), = Cirk, Sln(muk Ej ’
(3.3-12)

WY, =€ Siﬂ(muk %j .

3.4 Uberpriifung der Randbedingungen

Mit den Gleichungen 3.3-7 bis 3.3-12 steht die allgemeine LoOsung in weitestgehend
vereinfachter Form fiir Symmetrie und Antimetrie fiir alle Arten von Nullstellen zu Verfiigung.
Damit kénnen die Randbedingungen {iiberpriift werden, d.h., die Gleichungen 2.6-1 bis 2.6-4
sind mit den allgemeinen Losungen an einem Rand auszuwerten, und es ist zu iiberpriifen, ob
sie erfiillt werden. Mit vier Gleichungen lduft das zum wiederholten mal auf die Berechnung
der Koeffizientendeterminante eines linearen Gleichungssystemes hinaus. Es stehen vier

unbekannte Konstante und vier Gleichungen an einem Rand zur Verfiigung.

Die Konstanten selbst konnen nicht bestimmt werden, da es sich um ein homogenes lineares
Gleichungssystem handelt, so dal nur bei Vorgabe einer Konstanten die anderen bestimmt
werden konnen. Aus diesem Grund ist die Bestimmung der Beulamplitude selbst nicht moglich,

sondern nur die Bestimmung der Beulform, d.h., das Verhiltnis der Konstanten zueinander.

Werden die allgemeinen Losungen in die vier Randbedingungen 2.6-1 bis 2.6-4 eingesetzt,
ergeben sich fiir Symmetrie und Antimetrie jeweils vier Gleichungen, die in Matrixschreibweise
zusammengefaBt werden konnen. Ausgewertet seien die Gleichungen am Rand y=+"/,, womit

sich fiir Symmetrie ergibt:

Nullstelle
Randbedingung k=l k=2 k=3 k=4 (3.4-1)
2.6-1 Sy S Sy Sy || Bycosh(ry, /2)
26-2 Sy Sy Sy Sy | | B,cosh(ru, /2

(
| Bucosn(nunr2)|_,
26-3 Sy Sy Sy Sy | | Bycosh(ru, /2)| T
(1, /2)

26-4 Sy Sp Siz Sy | | Bycosh(ru, /2



Kapitel 3: Verfahrensentwicklung 29

Fiir Antimetrie erhilt man analog:

Nullstelle
Randbedingung kol ked ko3 ked (3.4-2)
2.6—1 a, a, a; a,||C, cosh(ru,/2)
2.6-2 ay ay ay ay||C,cosh(m,/2) o
26-3 a, a, a, a,||Cycosh(ru,/2)| ~
2.6—4 a, a, a, a,||C,cosh(ru,/2)

Zusitzlich zu den Konstanten ist aus den Gleichungen noch der Faktor cosh(rp/2)

herausgezogen, um die numerische Berechnung der Determinante stabiler zu gestalten.

Die einzelnen Koeffizienten der Matrix, deren Determinante Null sein soll, werden im
folgenden nach Art der Nullstellen getrennt angegeben. Bei komplexen Nullstellen lauten sie
fiir k=1 und 3:

s =cos(my, /2),
Syj1 = tanh(r, /2)sin(mp, /2),
Sy = CB—R(ruk tanh(rp, /2)cos(my, /2)—m, sin(my, /2))
+ ryxk cos(my, /2)— m, tanh(rp, /2)sin(mp, /2)
8oy = (};—j(mk sin(m1, /2)+my, tanh(ry, /2)cos(my, /2))
+ 1), tanh(r, /2)sin(mp, /2)+mA, cos(my, /2),
Sy =1k, cos(mp, /2)—mk, tanh(rw, /2)sin(mp, /2),
Syer = MK cos(mp, /2)+rk, tanh(ry, /2)sin(mp, /2),
Sy = 1k (1A cos(my, /2)—m, tanh(ry, /2)sin(my, /2))
—mk (rA, tanh(rp, /2)sin(my, /2)+m\, cos(my, /2)),
Syirn = MK (1A, cos(myt, /2) = m, tanh(r, /2)sin(my, /2)) (3.4-3)

+ 1k, (1A, tanh(rp, /2)sin(mp, /2)+m\, cos(my, /2))

und bei Antimetrie fiir k=1 und 3:
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a, =sin(mp, /2),
a,,,, = tanh(ry, /2)cos(my, /2),
a, = %(ruk tanh(rl.tk /2) sin(ml.tk /2)+ my, cos(muk /2))

y

+1A, sin(mp, /2)+mA, tanh(ry, /2)cos(mp, /2) ,

ay ., = %(ruk cos(m, /2)— mp, tanh(rw, /2)sin(mp, /2))

+ r?y»k tanh(rp, /2)cos(my, /2)—mA, sin(mp, /2) ,
ay = rk, sin(mp, /2)+mk, tanh(ry, /2)cos(mp, /2),
ay,,, =—mk, sin(mp, /2)+rk, tanh(ru, /2)cos(mp, /2),
a,, =rk, (A, sin(mp, /2)+m\, tanh(ry, /2)cos(mp, /2))
+ mkk(r?»k tanh(rpt, /2)cos(mp, /2)—mA, sin(mp, / 2)) ,
a,,,, = —mk, (rA, sin(mp, /2)+mA, tanh(rp, /2)cos(my, /2))
+ rkk(r?»k tanh(rpt, /2)cos(mp, /2)—mA, sin(mp, /2)) . (3.4-4)

Wesentlich kiirzere Koeffizienten ergeben sich, wenn die Nullstellen rein reell sind. Bei
Symmetrie fiir k=1 bis 4:

S, = &ruk tanh(rpt, /2)+r;
B, (3.4-5)
Sy =1k,

2
Sy = TR I
Bei Antimetrie:

a, =tanh(ry, /2),

a, = &ruk +ry; tanh(ry, /2),
B, (3.4-6)

a,, =rk, tanh(ry, /2),
a,, =rk,ru; tanh(rp, /2).

Sind die Nullstellen rein imagindr, so erhélt man fiir k=1 bis 4 bei Symmetrie:
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s, =cos(mp, /2),
Sy = —&muk sin(m, /2)—my; cos(mp, /2),
B, (3.4-7)
sy = rk, cos(mp, /2) ,
s, = —rk, my; cos(my, /2)
und bei Antimetrie schlieBlich:

a, =sin(mp, /2),
a,, = %muk cos(my, /2)—my; sin(my, /2),

B, (3.4-7)
ay =rk, sin(mp, /2),

a,, =-rk,mu; sin(rnuk /2) .

Damit ist die Verfahrensentwicklung theoretisch abgeschlossen, denn es folgt automatisch, daf3
fiir gegebene Steifigkeiten, Geometrie und Lastverhiltnisse so lange iiber die unbekannte Last
px und das unbekannte Beulfeldseitenverhiltnis a/b zu variieren ist, bis eine minimale kritische
Last p, aufgefunden ist. Dazu mull fiir jede neue Kombination aus Last und
Beulfeldseitenverhiltnis erneut die Bestimmung der Nullstellen und die anschlieBende
Uberpriifung der Randbedingungen erfolgen. Ist eine solche minimale Last, die die
Randbedingungen und die Differentialgleichungen am leicht verformten Element erfiillt,
gefunden, so ist die Beullast pu.i bestimmt, und das zugehorige Seitenverhiltnis entspricht
dem sich einstellenden Beulfeldseitenverhiltnis. Die Amplituden konnen dann praktisch
unendlich grofl werden, das lineare, homogene Gleichungssystem bleibt 16sbar, so lange die
Verhiltnisse zwischen den einzelnen W', und den F'y erhalten bleiben. Dies liefert auch die
Begriindung dafiir, dafl die Berechnung nur die Stabilititsgrenze, d.h. den Beulbeginn, und nur

die Beulform, nicht aber die Beulamplitude liefert.

Fiir die Berechnung der tatsdchlichen Beulamplituden wéren grofle Verformungen
anzunehmen, was zur nichtlinearen Theorie fiihrt. Fiir das Nachbeulverhalten oder das
Durchschlagen kann das von Interesse sein, doch meistens reicht eine Abschitzung der

Stabilitdtsgrenze aus, da Instabilitit eben nicht zugelassen wird.
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3.5 Zusammenfassung und numerische Umsetzung

Der erste Schritt bei der Bestimmung des Beulwertes ist die Berechnung der vier Nullstellen
des Polynom vierten Grades in A, welches sich aus der Bedingung ergibt, dal der gewihlte
Ansatz die Differentialgleichungen erfiillen muf3, die das Modell der Scheibe beschreiben. Es
handelt sich dabei um ein lineares, homogenes Differentialgleichungssystem mit konstanten
Koeffizienten, woraus sich die Bedingung ergibt, daf} die Determinante der Koeffizientenmatrix
nach Auswertung der Ansitze Null sein mufl. Vom Programm muf} erkannt werden, um
welche Art von Nullstellen es sich handelt, um eine korrekte Zuordnung der Berechnung der
Koeffizienten des Gleichungssystemes zu erhalten. Dazu miissen unter Vorgabe einer kleinen
Toleranz die Betrdge der Real- und Imaginirteile jeder Nullstelle mit Null verglichen werden,
und sollten beide ungleich Null sein, so ist nur zu liberpriifen, welches die konjugiert komplexe
Nullstelle ist.

Mit den so berechneten Nullstellen ist anschlieBend zu kontrollieren, ob der Ansatz die
Randbedingungen erfiillt, was mit vier Nullstellen und vier Gleichungen wiederum auf ein
lineares, homogenes Gleichungssystem fiihrt, dessen Koeffizientenmatrix eine verschwindende

Determinante haben muB.

Sind beide Determinanten Null, so besteht die Moglichkeit, dal es sich fiir die gewihlte
Wertekombination um einen Beulwert handelt. Zu ihm gehort aber ein bestimmtes
Seitenverhiltnis, so dall nicht nur iiber die Last py zu iterieren ist, sondern iibergeordnet auch
iber das Seitenverhiltnis a/b, um den minimalen Beulwert zu erhalten. Als Minimalforderung
ist also fiir beliebige Seitenverhiltnisse iiber py zu iterieren und ein Minimum in py beziiglich
a/b aufzusuchen. Jeder Iterationsschritt beinhaltet also komplett die oben beschriebenen
Schritte.

Die so bestimmte Beullast gilt dann nur fiir die vorgegebenen Parameter, die sich aus
Schalensteifigkeiten, = vorgegebener  Drucklast und Randeinspannungsfedersteifigkeit
zusammensetzen. Diese Parameter sind nun iibergeordnet zu variieren. Eine Grafik soll das

Verfahren veranschaulichen, sieche Abbildung 3.1.

Numerisch umgesetzt wird das Verfahren mittels eines Programmes in FORTRAN 77. Die
Nullstellenberechnung wird mittels eines Algorithmus aus [13] durchgefiihrt, wéihrend die
Bestimmung der Determinanten auf die offentliche Programmbibliothek SCILIB (SClentific
LIBrary) zuriickgreift, die von der ZRZ an der TU Berlin zur Verfiigung gestellt wird.
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Gleichgewicht ; ; ;
Materialgesetz Differentialgleichungssystem

Verschiebungs-Verzerrungs-Relationen
Kompatibilitat

Ansatze fir w(x,y) und F(x,y)

Homogenes, lineares Gleichungs-
system mit konstanten
Koeffizienten

o« und a/b vorgeben

Lésbarkeitsbedingung
(Determinante der Koeffizienten-
matrix muB Null sein)

Charakteristisches Polynom

Nullstellensuche, Unterscheidung
der Art der Nullstellen

Allgemeine Lésung fur w(x,y) und
F(x,y) mit unbekannten
Integrationskonstanten

Bestimmung der  Proportionalitats-
faktoren
Randbedingungen
Homogenes, lineares Gleichuns-
system mit konstanten
Koeffizienten

Lésbarkeitsbedingung
(Determinante der Koeffizientenmatrix|__
muB Null sein) |la |

nein px ist Beullast zu vorgegebenen

Parametern und Seitenverhaltnis

Abb. 3.1: Prinzipskizze zum Verfahrensablauf

In dieser Bibliothek sind Algorithmen zur Operation mit Vektoren, Matrizen und linearen
Gleichungssystemen zu finden. Sie sind sehr umfangreich und unterliegen auf Grund der
offentlichen Zuginglichkeit einer stindigen Kontrolle. Tests ergeben eine grofle
Zuverldssigkeit, und die Bestimmung der Nullstellen der Determinante sind auch solange
unproblematisch, wie die eingegebenen Matrizen nicht so schlecht konditioniert sind, dal3 sie
numerisch singulidr werden. Speziell wird die Routine MINV aus der Bibliothek VEKMAT.f
und die zugehorigen Subroutines daraus und aus LINPACK.f verwendet. Diese Routine kann

lineare Gleichungssysteme 16sen, Matrizen invertieren und faktorisieren und deren
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Determinante bestimmen. Mit dieser Routine erfolgt auch zu Kontrollzwecken eine Losung des
Gleichungssystems zur Bestimmung der Proportionalititsfaktoren, welche aber genauer aus
einer halbanalytischen Bestimmung durch Umformung und Auftrennung der zwei Gleichungen

gewonnen werden.

Die Bestimmung der Nullstellen mittels des Algorithmus BAUNULL aus [13] ist in dieser
Arbeit als unproblematisch einzuschiétzen. Noch in [2] wird diese als problematisch eingestuft,
doch die Vereinfachung des Polynomes ohne Schub fiihrt zu einer Verbesserung der
Ergebnisse. Die Vereinfachungen durch Unterscheidung der Art der Nullstellen und die
Reduktion auf eine 4x4-Determinante macht das ganze Verfahren wesentlich stabiler, was ein
Vergleich mit [3] ebenfalls offenbart. Trotzdem ergeben sich eine Vielzahl von nicht
interpretierbaren Losungen, die nun aber nicht mehr auf numerische Instabilititen

zuriickzufiihren sind.
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4 Vergleich mit einigen analytischen Losungen

In diesem Kapitel sollen analytische Gleichungen zur Bestimmung von Beulwerten sowie die
zu variierenden und den Schalenstreifen beschreibenden Parameter angegeben werden. Die
analytischen Bestimmungsgleichungen fiir den Beulwert sind im wesentlichen aufgefiihrt, um
den im Anschlu} folgenden Vergleich von analytischen und numerisch ermittelten Werten

nachvollziehbar zu machen.

4.1 Variationsparameter und Abkiirzungen

Die hier aufgefiihrten GroBen sind [1] entnommen, um eine dimensionslose Darstellung der
Ergebnisse zu ermoglichen. Angefangen wird mit den Parametern, die den Schalenstreifen

beschreiben. Dessen Kriimmung kann durch das (geometrische) Kriimmungsmall p, das wie

folgt definiert sei:
2
p= LE ) 4.1-1)
rt

oder den Kriimmungsparameter £ mit

o= [B.D (4.1-2)
~1? BB, '

beschrieben werden. Fiir ebene Schalenstreifen sind beide Null, da der Radius gegen unendlich
geht. Bei Isotropie vereinfacht sich der Kriimmungsparameter auf Grund der Gleichheit der
Steifigkeiten in x- und y-Richtung zu
b* Y
Q=12(1- 02)(—] : (4.1-3)

rt

Die Materialeigenschaften, die aus den Steifigkeiten resultieren, lassen sich ebenfalls mit
dimensionslosen Parametern beschreiben. Zuerst sei die Kreuzzahl | mit ihrem Wertebereich

genannt:



Kapitel 4: Vergleich mit einigen analytischen Losungen 36

= =0...... oo, (4.1-4)

Ry

Die Kreuzzahl nimmt schon bei der ebenen Platte einen Einflufl auf den Beulwert, und ihr
Einflu} wird in [1], [2] und [3] ausfiihrlich untersucht.

Aus den Scheibensteifigkeiten 146t sich die Scherzahl  bilden:

(=", (=—1...... oo , (4.1-5)

und aus Platten- und Scheibensteifigkeiten kann das Hauptsteifigkeitsverhiltnis € gebildet

werden, das bei homogenem Aufbau des Materials eins ist:

e= [—=, €=0....... 0, (4.1-6)

Beide haben keinen Einflufl auf den Beulwert des ebenen Schalenstreifens. Driickt man diese
GroBen mittels der Zusammenhinge aus dem Materialgesetz 2.3-1 bis 2.3-3 aus, so ergeben

sich folgende Ausdriicke:

n:M
A/ € Css

2
¢ = € Cp —=Cpp —2CCy

2¢y54/€) €y
Cc,, C
= / 1“2
Cs5Cy

Unabhingig davon, welche Steifigkeiten man vorgibt, ist es offenbar moglich, die

und (4.1-7)

Materialparameter einzeln und voneinander unbeeinfluf3t zu variieren.

Zuletzt seien noch die iiber die Steifigkeiten korrigierten Seitenverhiltnisse aufgefiihrt. Das

wirksame Beulfeldseitenverhiltnis der Platte ergibt sich zu:

B
o, :BL:%/B_Y _ (4.1-8)

Fiir die Berechnung des Beulwertes werden im AnschluBl die Kehrwerte der wirksamen
Beulfeldseitenverhiltnisse bendtigt. Mit der Anzahl m der Beulhalbwellen in x- und der Anzahl
n der Beulhalbwellen in y-Richtung werden nach [1] eingefiihrt:
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_mb B

mb |D
men - 4 = . .
na \| B

4

- und B na \|D

Y Y

(4.1-9)

vmn

Die Vorteile, die sich ergeben, wenn diese dimensionslosen Parameter eingefiihrt werden, ist
die Ubertragbarkeit der Ergebnisse auf #hnliche Schalenstreifen mit gleichen Parametern. Aus
diesem Grund wird ebenfalls im nédchsten Unterkapitel der dimensionslose Beulwert eingefiihrt,
da die Berechnung bestimmter Beullasten ein zu beschrinktes Ergebnis wire. Dieser Beulwert
ist dann nur noch eine Funktion dieser dimensionslosen Parameter, bzw., er hingt nur noch

von diesen ab.

4.2 Der Beulwert

Bezieht man die Beullast auf die Biegesteifigkeit und multipliziert mit dem Quadrat der
Plattenbreite, so erhilt man wiederum einen dimensionslosen Wert, den Druckbeulwert:

2
__byb (4.2-1)

k=r BB,

wobei py, die beulkritische Drucklast in N/m ist. Der Beulwert kann noch auf andere Art und
Weise eingefiihrt werden, siehe [1], soll in dieser Arbeit jedoch einheitlich so verwendet

werden.

Es gibt fiir einige Fille analytische Gleichungen fiir den Beulwert, an Hand derer unter
anderem das Programm getestet werden kann. Der einfachste Fall ist der der ebenen, allseitig
gelenkig gelagerten, isotropen Platte. Der Beulwert berechnet sich nach [1]:

k= n2(3+@)2 : (4.2-2)
mb na

mit den Anzahlen der Beulhalbwellen m und n in x- und y-Richtung. Die Anzahl der
Beulhalbwellen in Belastungsrichtung ist also m, die Anzahl der Beulhalbwellen quer zur
Belastungsrichtung ist danach n. Diese Gleichung gilt sowohl fiir den Beulwert der
symmetrischen als auch der antimetrischen Beulform. Will man den zur antimetrischen
Beulform gehorenden Beulwert berechnen, so mufl man lediglich n zu zwei setzen und dann
iiber m und dem Seitenverhiltnis das Minimum von k bestimmen, da sich der Beulwert immer
als Minimum ergibt, wenn sich Beulenzahl und somit das natiirliche Beulfeldseitenverhiltnis

frei einstellen konnen.
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Fiir denselben Fall des ebenen und gelenkig gelagerten Streifens gilt bei Orthotropie nach [1]:

2
k:(3&+3?]+2m—n : (4.2-3)
m o,

womit sich fiir unendlich lange Streifen, wie sie in dieser Arbeit untersucht werden, ergibt, daf}

k=2(1+n) , (4.2-4)

weil sich das natiirliche wirksame Seitenverhiltnis o, von eins einstellen und k somit iiber m

mit m=1 ein Minimum annehmen kann. Girlandendiagramme dazu entnehme man [1] oder [3].

Bei Antimetrie und Isotropie ergibt sich im ebenen Fall ein viermal so groBer Beulwert (n=2):

2. mbY
k(ami) = 4(m—b+gj . (42-5)

wobei ebenfalls iiber m und a/b zu minimieren ist. Das Minimum mit m=1 wird bei a/b=1/2

erreicht. Die zu 4.2-4 analoge Vereinfachung fiir Antimetrie lautet:
K iy =8(1+1) . (4.2-6)

Beim Ubergang zur schwach gekriimmten, orthotropen und allseitig gelenkig gelagerten Schale
ergibt sich nach [1]:

1
k=n* B +2n+ 5 + 2 . , (4.2-7)
wmn n4n4[63mn +2C,+ Bz j
oder fiir lange Schalenstreifen etwas vereinfacht:
k=2(1+n)+ L - (4.2-8)
n* (e +20+ )
€

Im Fall der Isotropie ergeben sich leicht vereinfachte Gleichungen, die aber hier nicht
angegeben werden sollen, da sie in den Gleichungen fiir den orthotropen Streifen enthalten
sind. Ab einer bestimmten Kriimmung, die je nach Steifigkeiten und Beulform unterschiedlich
sein kann, gilt nach [1]:

2 141

k=— Q 4.2-9
o\ 1+ ( )
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was dem Rohrbeulwert entspricht. Da3 dies zumindest fiir Kreuzzahlen groBer als eins so nicht
fiir den Schalenstreifen gilt, ist schon in [2] und [3] aufgezeigt worden. In dieser Arbeit wird
das Verhalten der Losungen dahingehend ebenfalls untersucht werden, siehe Kapitel sechs. Fiir
Antimetrie bei Kriimmung ist die Vervierfachung des symmetrischen Beulwertes nicht mehr

moglich, wie an Ergebnissen zu sehen sein wird.

Fiir die fest eingespannte, isotrope und ebene Platte gibt [9] eine Losung an, die bereits in [3]
herangezogen und mit diesem Verfahren iiberpriift worden ist. Lediglich der Beulwert k=6,97
und das dazugehorige Seitenverhiltnis a/b=2/3 wird bei den anschlieBenden Ergebnissen zum
Vergleich herangezogen werden. Der Beulwert muf3 mit steigender Einspannfederzahl ebenfalls

steigen und gegen den Wert der festen Einspannung konvergieren.

4.3 Beulwert in Abhéingigkeit vom Seitenverhiltnis, ebener Schalenstreifen

Mit Gleichung 4.2-3 ist es moglich, den Beulwert in Abhingigkeit vom wirksamen
Seitenverhiltnis darzustellen. Da die Kreuzzahl iiber B,, variiert wird, sieche Gleichung 4.1-4,
somit also By und B, unverédndert bleiben, ist nach Gleichung 4.1-8 das wirksame gleich dem
geometrischen Seitenverhiltnis a/b. In den folgenden Abbildungen sind die analytischen Kurven
im Vergleich mit den vom Programm berechneten Losungen dargestellt. Die durchgezogene
Linie entspricht den analytischen Werten fiir den ebenen Schalenstreifen, wihrend die
waagerechten kurzen Striche den numerisch ermittelten Losungen entsprechen. Diese kurzen
Striche starten als Symbol beim gefundenen Wert und gehen dann nach rechts, so daB3 bei
Ubereinstimmung der Werte das linke Ende des Striches auf der analytischen Kurve liegen
muf}. Fiir Beulwerte zur symmetrischen Beulform wird in Gleichung 4.2-2 n=1,3,... , fiir

antimetrische n=2.4,... gesetzt. Es wird hier nur die Kreuzzahl variiert, € und { bleiben eins.

In Abbildung 4.1 ist eine Ubereinstimmung von analytischer Kurve und numerischen Werten
fiir Isotropie (n=1) zu erkennen, wobei der rechte Teil der Kurve vollig in den Strichen, die die
vom Programm berechneten Werte kennzeichnen, verschwindet. Bei a/b=1 wird der minimale
Beulwert k=4 erreicht. Die Punkte, die weit oberhalb der Kurve liegen und ihr Minimum bei 36
und einem Seitenverhiltnis von 1/3 haben, entsprechen dem Beulwert, der sich nach Gleichung
4.2-2 mit n=3, m=1 und a/b=1/3 berechnet. Dies entspricht der ndachsthoheren symmetrischen

Beulform mit n=3.
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k
ol p=0,1
» n=1
= symmetrisch
5 : ; 3 a/b

Abb. 4.1: Beulwert iiber Seitenverhiltnis

In Abbildung 4.2 ist der zur antimetrischen Beulform gehorende Beulwert iiber dem
Seitenverhiltnis dargestellt. Die Ubereinstimmung ist hier ebenfalls sehr gut, auBer, daB eine
Losung unterhalb der gesuchten existiert, die nicht interpretierbar ist. Da deren Abstand von
der gesuchten Losung jedoch sehr groB ist, ist die Trennung hier noch unproblematisch. Zum
Beulwert k=16 gehort ein Seitenverhiltnis von a/b=1/2 (mit m=1, oder a/b=1 mit m=2, siche
Gleichung 4.2-2).

k
) p=0,1
n=1
antimetrisch
T a/b

i I z 3

Abb. 4.2: Beulwert iiber Seitenverhiltnis
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p=1

L7

n=0

symmetrisch

el

15

a/b

0 I z 3

Abb. 4.3: Beulwert iiber Seitenverhiltnis

In den Abbildungen 4.3 und 4.4 ist die Darstellung fiir eine Kreuzzahl =0 gegeben, wobei das
KriimmungsmalBl hier aber nicht mehr 0,1, sondern 1 gesetzt worden ist, da mit p=0,1
numerische Probleme aufgetreten sind. Der Beulwert ist nach Gleichung 4.2-2 zwei bei
Symmetrie und das vierfache, also acht, bei Antimetrie, Gleichung 4.2-6. Mit p=1 wird der
ebene Fall noch wiedergegeben, wie an der Ubereinstimmung der Programmwerte mit den
analytischen Kurven zu erkennen ist. Die analytischen Kurven sind die, die nach rechts hin

wieder am hochsten steigen.

p=1

!

n=0

antimetrisch

15

5 ] 7 ) 3 a/b
Abb. 4.4: Beulwert iiber Seitenverhiltnis

Es ist zu erkennen, daf} fiir diese Kreuzzahl zwei zu tiefe Losungen selbst bei Symmetrie
auftreten, die nicht als Losung des Schalenstreifens interpretierbar sind. Interessant wird das
Verhalten dieser Losungen bei steigender Kriimmung, weshalb hier noch nicht weiter auf

dieses Verhalten eingegangen wird. Die zum minimalen Beulwert gehdrenden
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Seitenverhiltnisse sind dieselben wie bei Isotropie, da die Kreuzzahl iiber B,y variiert wird und
somit ohne Einfluf} auf das wirksame Seitenverhiltnis bleibt. Die Seitenverhéltnisse sind eins
fiir Symmetrie und 1/2 fiir Antimetrie. Fiir eine Kreuzzahl von 0,5 ergibt sich ein dhnliches
Ergebnis mit ebenso guter Ubereinstimmung und den zusitzlichen Losungen, siche
Abbildungen B.1 und B.2 im Anhang. Die dazugehorigen Beulwerte fiir Symmetrie und

Antimetrie sind drei und zwolf bei Seitenverhiltnissen von eins und einhalb.

Sobald von einem Beulwert gesprochen wird, ist stets der minimale gemeint, der zu einem
bestimmten Seitenverhiltnis a/b gehort, das als Beulfeldseitenverhiltnis oder Beulseiten-
verhiltnis bezeichnet wird. Fiir die analytischen Gleichungen ist es unerheblich, welches
Seitenverhiltnis a/b vorgegeben wird, da der Beulwert iiber m und n minimiert werden kann.
Die Werte fiir a und b konnten ebenso dulleren Abmessungen entsprechen. Im Programm wird
a/b frei variiert und dadurch der minimale Beulwert aufgefunden. Dort entspricht aber b immer
der Gesamtbreite des Streifens! Kommt bei Antimetrie als Beulseitenverhiltnis Y2 heraus, so
bedeutet das dementsprechend, daf3 iiber die Breite zwei Beulen auftreten (n=2, durch
Funktionen impliziert), deren Lénge a halb so gro3 wie die Breite b ist. Damit ist deren
tatsdchliches Beulfeldseitenverhéltnis eins! Linge und Breite der Beule oder des Beulfeldes
sind gleich groB, sieche Abbildung 7.3.
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Abb. 4.5: Beulwert iiber Seitenverhiltnis

Die Abbildungen 4.5 und 4.6 sollen das Losungsverhalten fiir Kreuzzahlen, die grof3er als eins
sind, demonstrieren, wobei N=4 als Beispiel gewihlt ist. Die Beulwerte k=10 (symmetrisch)
und k=40 (antimetrisch) werden wiederum bei denselben Seitenverhiltnissen sowohl von der
analytischen Kurve wie auch von den Punkten der Programmwerte korrekt angegeben.
Bemerkenswert ist hier, dal die zusitzliche Losung diesmal von unten kommt, was ebenfalls



Kapitel 4: Vergleich mit einigen analytischen Losungen 43

bei der Betrachtung gekriimmter Schalen noch eingehend untersucht wird, da diese Losungen

dann mehr ins Gewicht fallen.
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Abb. 4.6: Beulwert iiber Seitenverhiltnis

Es sei noch auf die Abbildungen B.3 und B.4 im Anhang verwiesen. Sie geben weitere
Ergebnisse von Kontrollrechnungen fiir =2 wieder und bestiitigen die Ubereinstimmungen bei
Beulwerten von sechs bei Symmetrie und 24 bei Antimetrie bei a/b eins und einhalb. Es treten
ebenfalls die zusitzlichen Losungen auf, und zwar mit derselben Tendenz.

Es ist gut zu erkennen, dafl es sehr problematisch wire, bei Kreuzzahlen kleiner als eins die
richtige Losung des Schalenstreifens beziiglich Beulwert und Seitenverhiltnis fiir die
symmetrische Beulform aufzufinden, wenn die analytische Losung nicht bekannt ist, da die
Kurven der Losungen des halbnumerischen Verfahrens sehr nahe beieinanderliegen und sich

kreuzen. Dies fiithrt im weiteren zu kleineren Problemen.

Als ein Beispiel des Verlaufes der Determinante des Gleichungssystemes 3.4-2 wird fiir
a/b=1/2 bei Antimetrie und Isotropie eine solche Kurve in Abbildung 4.7 dargestellt. Im
Vergleich mit [2] und [3] soll damit herausgestellt werden, dal} es sich bei den tiefen Losungen
nicht mehr um die vorher entdeckten Sprung-Nullstellen handelt, die beim Wechsel der
Dominanz von Real- und Imaginirteil der Nullstellen aufgetreten sind. Diese Nullstellen der
Determinante treten weder im symmetrischen, noch im antimetrischen Fall auf, was im
wesentlichen auf die im Gegensatz zu [3] weiterfithrende Vereinfachung durch Aufteilung und
Reduzierung zuriickzufiihren ist. In [2] ist die Reduktion auf Grund der Beriicksichtigung des
Schubes nicht moglich. Deshalb kann mit groerer Sicherheit als in [2] und [3] ausgeschlossen
werden, dall die aufgefundenen Nullstellen, die nicht mit der analytischen Losung
ibereinstimmen, aus numerischen Umstinden resultieren. Sie sind Losungen des

Gleichungssystemes, die der Interpretation bediirfen. Das wird im weiteren vorgenommen,
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wenn Diagramme wie Abbildung 4.1 bis 4.6 bei gekriimmten Schalenstreifen betrachtet

werden.

log(Det)
p=1 a/b=1/2
n=1
antimetrisch
E % 4 i} il 10 12 14 16 18 20 22 24 28 28 k

Abb. 4.7: Verlauf der Determinante iiber dem Beulwert

Es soll noch der bekannte Wert der festen Einspannung fiir den unendlich langen, isotropen
und ebenen Schalenstreifen mit symmetrischer Beulform mit dem Programm nachgerechnet
werden. Dieser betrdgt k=6,97 bei a/b=2/3. Er wird im Vergleich mit dem Wert der gelenkigen
Lagerung aufgetragen, Abbildung 4.8.

i H 5 1 s—alb

Abb. 4.8: Beulwert iiber Seitenverhiltnis, isotrop und eben
DafB Cg/B,=10"" sowohl fiir Symmetrie als auch fiir Antimetrie schon der festen Einspannung
entspricht, wird im sechsten Kapitel gezeigt. Der bekannte Wert der festen Einspannung wird
genau wiedergegeben, und die Girlande stimmt mit den in [3] fiir feste Einspannung

berechneten iiberein. Das Programm liefert fiir die antimetrische Beulform bei Isotropie im
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ebenen Fall fiir feste Einspannung einen Wert k=21,6 bei a/b=0,4. Es liegt allerdings kein
analytischer Vergleichswert vor, so dall die Abgrenzung erst bei Kriimmungsvariation

geschehen kann, da der Einflu3 der Einspannung dann verschwinden miif3te.

k
p=1
s 7 antimetrisch
-~
i ; 3 a/b

Abb. 4.9: Beulwert iiber Seitenverhiltnis, Cx/B,=10"

In Abbildung 4.9 ist lediglich der antimetrische Fall bei Isotropie fiir feste Einspannung einmal
gezeigt. Es ist zu erkennen, dafl die untere Losung von Cg weniger beeinfluft wird, siche
Abbildung 4.2 fiir gelenkige Lagerung.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dal das Programm die fiir den ebenen Fall
existierenden analytischen Losungen genau berechnet, abgesehen davon, dafl besonders bei
Orthotropie und Antimetrie noch weitere Losungen berechnet werden, fiir die keine

Interpretation als Losung des Schalenstreifens mit verdnderlicher Randeinspannung moglich ist.

4.4 Beulwert iiber Kriimmung fiir gelenkige L.agerung

An Hand der Gleichung 4.2-7 konnen fiir verschiedene Beulhalbwellenzahlen die Beulwerte in
Abhingigkeit der Kriimmung € berechnet werden, wobei eine Umrechnung iiber die
Gleichung 4.1-3 in das geometrische Kriimmungsmaf} moglich ist, wenn B, und B, wie bei der
Variation von 1 unveridndert bleiben. Ansonsten muB3 aus dem gegebenen geometrischen
Kriimmungsmal p, {iber dem aufgetragen wird, und den Steifigkeiten mittels Gleichung 4.1-2
der Kriimmungsparameter € berechnet werden. Angefangen sei mit Darstellungen fiir

verschiedene Kreuzzahlen m, € und { dagegen bleiben gleich eins.
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Abb. 4.10: Beulwert iiber geometrischem Kriimmungsmaf

In Abbildung 4.10 ist der Beulwert nach 4.2-7 fiir n=1 und m=1 bis 5 im Vergleich mit den
vom Programm gelieferten Losungen dargestellt, wobei die analytischen Losungen den
durchgezogenen Kurven entsprechen, wihrend die vom Programm nachgerechneten Punkte als
Kreuze dargestellt sind. Die Ubereinstimmung ist sehr gut, die numerischen Ergebnisse liegen
auf einer Geraden, die der Verbindung der Minima der analytischen Kurven entspricht. Dies ist

die Rohrbeulgerade, die durch Gleichung 4.2-9 wiedergegeben wird, vergleiche auch [2] und
[3].
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Abb. 4.11: Beulwert iiber geometrischem Kriimmungsmag

Die vom Programm gelieferten Werte passen sich den Kurven nicht genau an, weil bei Thnen
fiir jeden einzelnen Punkt iiber das Seitenverhiltnis variiert wird und somit beliebige
Seitenverhiltnisse (oder beliebige Kombinationen von m und n) moglich sind, wihrend in 4.2-7
a/b=1 gesetzt wurde. Damit werden nur vom Programm alle Minima erreicht und es ergibt sich



Kapitel 4: Vergleich mit einigen analytischen Losungen 47

ein Gerade. Zur Erzeugung dieser Werte ist die Variation iiber dem Seitenverhiltnis bereits
automatisiert, und fiir Isotropie treten dabei keine Probleme auf. Selbst bei der antimetrischen
Funktion ist das Auffinden der analytischen Losung bei Isotropie kein Problem, Abbildung
4.11, weil die tieferen Werte sehr weit entfernt liegen und der ebene Fall als Losung bekannt
ist, womit ein Ausgangspunkt fiir die Variation der Kriimmung vorhanden ist. Es ist wieder fiir

Antimetrie n=2 gesetzt, und m geht von eins bis vier.

Fiigt man beide Darstellungen zusammen, so erhdlt man Abbildung 4.12, in der zu erkennen
ist, daB bei groferen Kriimmungen die symmetrische und antimetrische Losung
zusammenlaufen. Bei starken Kriimmungen ist die Beulform also nicht eindeutig festgelegt, da
einem Beulwert nicht umkehrbar eindeutig einer Funktion zugeordnet werden kann. Dies
entspricht [1], wo beim Rohrbeulen beliebige Seitenverhiltnisse angegeben werden, was bei
Isotropie ebenfalls vom Programm bestitigt wird, siche Kapitel 6.
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Abb. 4.12: Beulwert iiber geometrischem KriimmungsmaB

Fiir Kreuzzahlen kleiner als eins ist zu erkennen, daf} die numerisch ermittelte Gerade unterhalb
der analytisch ermittelten Losung liegt, sieche Abbildungen 4.13 und 4.14. Dies gilt sowohl fiir
Symmetrie als auch fiir Antimetrie. Fiir n=0,5 ist die Darstellung im Anhang zu finden, sieche
Abbildungen B.5 und B.6.

Das liegt daran, da} die Auswertung der analytischen Gleichung fiir Kreuzzahlen kleiner als
eins nicht mit n=1 oder 2 und verédnderlichem m ausgewertet werden muf3, sondern z.B. fiir
Symmetrie mit den Wertepaaren n=1,m=1 und n=2, m=3 u.s.w., siche [3]. Nur dann werden
die tiefer liegenden Rohrbeulgeraden erreicht, die auch das Programm berechnet. In den
Abbildungen 4.13 und 4.14 ist das sehr gut daran zu erkennen, da} nur die Girlanden fiir n=1,
m=1 bei Symmetrie und fiir n=2, m=1 bei Antimetrie genau mit den vom Programm

berechneten Werten iibereinstimmen, analog in den Abbildungen B.5 und B.6.
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In [3] wird bereits darauf verwiesen, daf3 dies in [1] miBverstindlich ist. Die Rohrbeulgeraden
aus [1], Gleichung 4.2-9, stimmen fiir Kreuzzahlen grofer als eins dagegen nicht mit den
Minima der Gleichung 4.2-7, die ebenfalls [1] entstammt, {iberein. Das wird deutlich, wenn
man die hier dargestellten, mit den analytischen Kurven iibereinstimmenden Losungen fiir n=4
(Abbildungen 4.15 und 4.16) und 2 (Abbildung B.7 und B.8) in der Abbildung 6.1 betrachtet,
die der in [2] entspricht, wo die numerischen Losungen nur fiir die Kreuzzahlen kleiner oder

gleich eins auf der Rohrbeulgeraden liegen.
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Abb. 4.13: Beulwert iiber geometrischem Kriimmungsmag

Als Fazit bleibt, daB3 die numerischen Ergebnisse mit den analytischen Losungen nach
Gleichung 4.2-7 vollstindig iibereinstimmen, sofern m und n korrekt gewihlt werden. Fiir den
Schalenstreifen ist jedoch ein n groBer als zwei als Losung anzuzweifeln. Und die
Rohrbeulgeraden sind fiir Kreuzzahlen gréBer als eins nicht die Tangenten an die Girlanden,
womit der Begriff des Rohrbeulwertes nur eingeschriankt anwendbar ist.
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Abb. 5.14: Beulwert iiber geometrischem Kriimmungsmaf
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In den Abbildungen 4.15 und 4.16 wird der Verlauf des Beulwertes iiber dem Kriimmungsmaf
fiir n=4 dargestellt, im Anhang findet man entsprechendes in den Abbildungen B.7 und B.8 fiir

Nn=2. Diesmal sind die Kurven wieder wie im Fall der Isotropie deckungsgleich.
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Abb. 4.15: Beulwert iiber geometrischem Kriimmungsmaf
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Abb. 4.16: Beulwert iiber geometrischem Kriimmungsmaf

Im folgenden soll iiberpriift werden, ob der Einflul des Hauptsteifigkeitsverhiltnisses € bei
n=C=1 richtig wiedergegeben wird. Im eben Fall hat €, ebenso wie {, keinen EinfluR, aber bei
steigender Kriimmung muf} ein solcher sichtbar werden, und zwar so, dafl e=1 am giinstigsten
ist. Alle anderen Einstellungen miifiten tiefere Beulwerte liefern, was unter anderem [1] auf
Seite 214, Bild 4.3/11, zu entnehmen ist. Dies wird im weiteren ebenfalls iberpriift.

In den folgenden Abbildungen werden wiederum die mit Gleichung 4.2-7 erzeugten Kurven

(durchgezogen) mit den Werten aus dem Programm (Kreuze) verglichen. In Abbildung 4.17 ist
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dies der Fall fiir ein Hauptsteifigkeitsverhiltnis von 0,1 und fiir Symmetrie. Es ist gut zu
erkennen, dafl diesmal mehr Kurven gezeigt werden, weil die Kurve fiir m=1 noch zu hoch
liegt. Das liegt an der schon erwihnten Tatsache, dal bei der Auswertung der analytischen
Gleichung 4.2-7 a/b=1 gesetzt ist, das wirksame Seitenverhiltnis 4.1-9 jetzt aber durch die
anderen Biegesteifigkeiten so beeinflulit wird, dal m groBer als eins sein muf}, um die Minima
wiederzugeben. In Abbildung 4.18 fiir Antimetrie ist dies genauso sichtbar. Man hitte das
vermeiden konnen, in dem man nicht a/b, sondern das wirksame Seitenverhiltnis zu eins
gesetzt und dann m variiert hitte. Dann wire der ebene Fall z.B. mit m=1 beim wirksamen
Seitenverhiltnis eins bei Symmetrie wiedergegeben worden. Da man mit beliebigen
Eistellungen von a/b und n und m aber letztendlich jedes (wirksame) Seitenverhiltnis genauso

erreicht, ist darauf verzichtet worden.

k

< m=1 2 3
| e=0,1
€| symmetrisch 4
i 5
& 6
i 7
S i = - o -/‘
2
10 20 30 i 50 50 70 80 B b*/rt

Abb. 4.17: Beulwert iiber geometrischem Kriimmungsmaf
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Abb. 4.18: Beulwert iiber geometrischem Kriimmungsmaf
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AbschlieBend sollen diese Darstellungen noch fiir ein Hauptsteifigkeitsverhiltnis von zehn

wiedergegeben werden, siehe Abbildungen 4.19 und 4.20.

k

o m=1 2 3

| e=10

| 4

symmetrisch

o 5
6

) 7

& e 8
9

21 —

e o . bt
10 20 30 40 50 60 70 G0 90

Abb. 4.19: Beulwert iiber geometrischem Kriimmungsmaf

Die Ubereinstimmung ist ebenfalls sehr gut. Fiir zwei weitere Hauptsteifigkeitsverhiltnisse sind
die Kurven im Anhang zu finden, Abbildungen B.9 bis B.12. Im direkten Vergleich wird
offensichtlich, dall sich beide Diagramme fiir Hauptsteifigkeitsverhiltnisse von 0,1 und 10
kaum unterscheiden, was im sechsten Kapitel noch begriindet wird.
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Abb. 4.20: Beulwert iiber geometrischem Kriimmungsmaf

Fiir die Scherzahl { ist aus Zeitgriinden keine solche systematische Untersuchung mehr erfolgt,
so dal keine weiteren Vergleiche mit analytischen Losungen erfolgt sind. Theoretisch konnte
alles so verfeinert werden, dal z.B. auch Beulwerte iiber dem Seitenverhiltnis bei einer

konstanten Kriimmung, die nicht null ist, mittels Gleichung 4.2-7 erzeugt werden, doch schien
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die Uberpriifung mittels Darstellungen iiber der Kriimmung umfassender. Ebenfalls aus
Zeitgriinden kann hier keine beliebig genaue Uberpriifung geschehen, sie muB sich auf

Einzelpunkte und Teilaspekte beschrinken.

Zusammenfassend gesagt, kann dem so programmierten Algorithmus die Berechnung der
analytischen Werte zugetraut werden, es kann den Ergebnissen in dem Rahmen, die durch die
bekannten Werte gesetzt werden, vertraut werden. Dies entspricht dem Resultat von [2] und
[3], nur ist das Verfahren hier wesentlich stabiler. Somit sind weiterfiihrende Rechnungen
moglich, wobei die einzelnen Losungen allerdings immer gegen die bekannten und eventuell
zusitzlich auftretende Ergebnisse abzugrenzen sind. Dies soll in den folgenden Kapiteln
erreicht werden. Hierbei wird das Verhalten bei steigender Einspannfedersteifigkeit zusitzlich

untersucht werden.

Die Tatsache, dall das Programm bei automatisierter Parametervariation auf tiefere Losungen
laufen kann, ist z.B. in den Abbildungen 4.13, 4.14, B.5 und B.6 fiir Kreuzzahlen kleiner als
eins zu erkennen. Es hingt dabei ganz vom Suchverfahren ab, ob es gelingt, die zusitzlichen
Losungen bei der Suche nach der Losung des Schalenstreifens zu umgehen. Allerdings wird es

Fille geben, wo es nicht moglich ist, ein Interferenz zu vermeiden.
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5 Girlandenkurven

In diesem Kapitel sind Kurven der Losungen des Programmes gezeigt, in denen der Beulwert
iber dem Seitenverhiltnis dargestellt ist. Der Zweck dieses Kapitels ist es, zu erklidren, warum
gerade bei stirkerer Kriimmung bei automatisierter Variation mehrere Losungen auftreten, die
meist unterhalb der analytischen Werte liegen, wie in [2] und [3], wobei allerdings keine

physikalische Erkldarung gegeben werden kann.

S.1 Kriimmungsmal 5

Es soll mit einer schwachen Kriimmung von p=5 begonnen werden, bei der allerdings schon
einige Effekte sichtbar werden. Der wesentliche Unterschied zur analytischen Berechnung sind
zusitzliche, unterhalb der analytischen Kurve liegende Losungen. Bei Isotropie tritt zusitzlich
der Rohrbeulwert auf, der vom Seitenverhiltnis unabhingig ist, sieche Abbildung 5.1. Bei
Antimetrie dagegen tritt neben dem Rohrbeulwert noch eine weitere Kurve auf, deren
Minimum auf dem Rohrbeulwert liegt, siehe Abbildung 5.2. Zur Erinnerung, der Beulwert ist
bei Isotropie und gelenkiger Lagerung im ebenen Fall vier bei Symmetrie und 16 bei
Antimetrie. Die dazugehorigen Seitenverhéltnisse sind eins und 2 . Der Einfluf} der Kriimmung
auf diese Werte ist noch nicht grof}, vergleiche Abbildungen 4.1 und 4.2 fiir den ebenen Fall.
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Abb. 5.1: Girlande fiir Symmetrie
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Abb. 5.2: Girlande fiir Antimetrie

Das Rohrbeulen wird sowohl mit den symmetrischen als auch von den antimetrischen
Funktionen berechnet, was auf Grund der Tatsache, daB das Seitenverhiltnis unerheblich ist,
auch nicht anders sein kann. Wird die Einspannfedersteifigkeit Cg erhoht, so verdndern sich nur
die Girlanden oberhalb des Rohrbeulwertes, siche Abbildungen 5.3 und 5.4.
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Abb. 5.3: Girlande fiir Symmetrie

Der Rohrbeulwert bleibt von der Einspannfedersteifigkeit unbeeinflu3t, und selbst die zu tief
liegende Girlande bei Antimetrie, Abbildung 5.4, veridndert ihre Lage nicht. Dies spricht fiir die
Losung eines geschlossenen Rohres, auf die Cg keinen Einflufl haben kann. Damit ist das keine

Losung des Schalenstreifens.
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Abb. 5.4: Girlande fiir Antimetrie

Geht man von Isotropie zu Orthotropie iiber, so verliert der Rohrbeulwert seine
Unabhiéngigkeit vom Seitenverhiltnis, wenn man dann iiberhaupt noch vom Rohrbeulwert
sprechen kann, denn wie schon im vierten Kapitel angedeutet, diese Losungen werden auch fiir
starkere Kriimmungen und Kreuzzahlen groBer als eins unterhalb des in [1] angegebenen
Rohrbeulwertes liegen. Dies gilt sowohl fiir Symmetrie als auch fiir Antimetrie, wie fiir n=4 in
den Abbildungen 5.5 und 5.6 gezeigt. Die zusitzlichen Losungen kommen von unten, bleiben
aber noch so weit von der interessierenden Girlande des Schalenstreifens entfernt, da3 die

Trennung bei automatischer Variation unproblematisch ist.
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Abb. 5.5: Girlande fiir Symmetrie

Bei Antimetrie, Abbildung 5.6, tritt bei Orthotropie ebenso wie im Fall der Isotropie,
Abbildung 5.2, eine zu tief liegende, weitere Girlande auf, deren Minimum auf den
vermeintlichen Rohrbeulkurven liegt. Es ist jedoch hier ebenfalls die Trennung ohne Problem

moglich, weil diese Losungen weit unterhalb der interessanten von k etwas iiber vierzig liegen,
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womit sie selbst unter der bekannten Losung des ebenen Streifens bleiben. Somit ist immer ein

eindeutiges AusschluBkriterium fiir diese Losungen gegeben.
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Abb. 5.6: Girlande fiir Antimetrie

Betrachtet man die Kurven fiir eine Kreuzzahl von Null, Abbildungen 5.7 und 5.8, so wird ein
grundsitzlich anderes Verhalten sichtbar. Die zusitzlichen Losungen kommen von oben, genau
wie die interessierende Losung. Dies ist bereits in den Abbildung 4.3 und 4.4 zum Ausdruck
gekommen, nur sind diese tieferen Losungen stark von der Kriimmung beeinflu3t und liegen
jetzt sehr nahe an den vermeintlich richtigen Girlanden.

Bei Symmetrie gibt es gerade im relevanten Bereich von k ungeféhr vier und a/b eins zwei sehr
eng beieinanderliegende Kurven, deren Trennung so nicht moglich ist. Lediglich die Tatsache,
dafl es Losungen gibt, die von Cgr beeinflult sind, und welche, die unbeeinflufit bleiben,

ermoglicht ein Erkennung der Losung des Schalenstreifens bei Einspannungsvariation.
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Abb. 5.7: Girlande fiir Symmetrie
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Abb. 5.8: Girlande fiir Antimetrie

In den letzten vier Abbildungen zum Kriimmungsmaf fiinf soll dies nun gezeigt werden. In den

Abbildungen 5.9 bis 5.10 ist dafiir eine sehr willkiirliche Parametereinstellung gewéhlt, um

auch einmal die Uniibersichtlichkeit bei bestimmten Werten zu dokumentieren.

Der nach 4.2-8 berechenbare Beulwert von etwas iiber zwei wird erreicht, er wire aber als

Girlande unten links in Abbildung 5.9 schwer identifizierbar, da es noch eine zweite Girlande

mit einem nur geringfiigig tieferen und breiterem Minimum in dem Bereich gibt, deren

Beulfeldseitenverhiltnis etwas grofer ist als etwa V2 .
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Abb. 5.9: Girlande fiir Symmetrie

In Abbildung 5.11 dagegen ist zu erkennen, daf sich aber nur die eine Girlande neben hoheren

Losungen durch eine Steigerung der Einspannung veridndert. Wie zu erwarten, ist der Beulwert

gestiegen und das Beulfeldseitenverhéltnis kleiner geworden. Damit ist die tiefste Losung des

Schalenstreifens tatsdchlich erkennbar.
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Abb. 5.10: Girlande fiir Antimetrie

Der selbe Sachverhalt ist fiir Antimetrie den Abbildungen 5.10 und 5.12 mit einem Beulwert

von etwas liber acht im gelenkig gelagerten Fall zu entnehmen. Es ist in diesem Fall aber nicht

notwendig die tiefen Losungen zu beachten, da die Girlande des Schalenstreifens von anderen

Losungen einen ausreichenden Abstand aufweist.
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Abb. 5.11: Girlande fiir Symmetrie

Eine wichtige Feststellung ist noch, da3 es nicht einheitlich ist, ob die tieferen Losungen immer

beide von unten oder von oben kommen. Es gibt auch Fille, z.B. fiir n>1, e<1 und {=1, bei

denen eine von

Verhaltens aller

unten und eine von oben kommt. Eine systematische Untersuchung des

Losungen bei bestimmten Parametereinstellungen ist vor automatischen

Variationen folglich immer hilfreich.
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Abb. 5.12: Girlande fiir Antimetrie

Zu den Diagrammen ist zu bemerken, daf} die Darstellungsrdume sehr grofziigig sind, manche
Kurven wirken daher sehr eng beieinanderliegend. Man mag also vermuten, dafl es mit beliebig
feiner Schrittweitensteuerung bei automatischer Variation der Einspannung und der
Kriimmung und bekannten analytischen Anfangswerten immer moglich ist, die Losung des
Schalenstreifens zu erhalten. Abgesehen davon, dafl die Rechenzeit nicht unermeBlich steigen
sollte, zeigen Kapitel vier und die Arbeiten [2] und [3], dal} es immer passieren kann, daf3 man
auf die falsche Kurve gerit. Weitere Kurven fiir andere Kriimmungen sollen dies noch
verdeutlichen.

5.2 Kriimmungsmal 15

Bei diesem KriimmungsmaB3 fallen Girlanden und Rohrbeulwert bei Symmetrie schon
zusammen, was in Abbildung 5.13 zu sehen ist. Ganz schwach ist die Ausbildung eines
doppelten Minimums zu erkennen, wobei das erste zu einem Beulfeldseitenverhiltnis kleiner
als eins gehort und das zweite zu einem groBeren Seitenverhiltnis. Numerisch ist es schwer,

ein bestimmtes Beulfeldseitenverhiltnis zu bestimmen, da das Minimum sehr flach ist.
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Abb. 5.13: Girlande fiir Symmetrie

Bei Antimetrie, Abbildung 5.14, bildet sich noch kein solches doppeltes Minimum aus, und es
ist unproblematisch, die zu tief liegenden Losungen abzugrenzen, zu denen wiederum der
Rohrbeulwert gehort. Trotzdem gibt es zwei Schnittpunkt der Losungen, die aber bei
automatisierter Variation nur dann interferieren, wenn man an sehr ungiinstigen Punkten mit
der Suche beginnt. Die sollte nicht der Fall sein. Ist der ungefihre Losungsbereich fiir den
Schalenstreifen bekannt, wie hier mit k etwas iiber 16 bei a/b ungeféahr 1/2, tritt tatsdchlich kein
Problem auf.
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Abb. 5.14: Girlande fiir Antimetrie

Daraus erklart sich die Tatsache, dal man immer einen Startwert bendtigt, sei es von

analytischen Gleichungen oder aus einer vorhergegangenen Iteration.
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Abb. 5.15: Girlande fiir Symmetrie
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In den Abbildungen 5.15 und 5.16 soll nochmals isoliert gezeigt werden, wie sich die Losung
bei Anderung der Einspannfedersteifigkeit vom Rohrbeulwert abhebt. Der Rohrbeulwert und
bei Antimetrie noch die weitere zusitzliche Losung bleiben unveridndert. Fiir die Variation von
Cr kann das sehr hilfreich sein, denn es ist ein notwendiges Kriterium der Losung des
Schalenstreifens, dal der Beulwert mit der Einspannung steigt und gegen einen Wert

konvergiert.

~ 7 nM=e=L=1, Cx/By=10

antimetrisch

0.0 0.8 1.0‘7 ) 1.5 2.5 2.8 a/b
Abb. 5.16: Girlande fiir Antimetrie

Bei Kreuzzahlen kleiner als eins, in den Abbildungen 5.17 und 5.18 ist als Beispiel 0,5 gewihlt,
sind wieder zwei zusitzliche Losungen, die bei Symmetrie und Antimetrie die gleichen sind, zu
erkennen. Bei Symmetrie interferiert die tiefste dabei mit der gesuchten Girlande und bringt
Probleme bei der automatisierten Suche. Die zweite zusitzliche Losung liegt im dargestellten
Bereich iiber der gesuchten Girlande. Das Seitenverhiltnis eins stellt sich bei Symmetrie und
Antimetrie als das Rohrbeulfeldseitenverhiltnis heraus, wenn diese tiefere Losung als
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Rohrbeulwert bezeichnet wird. Das ist deswegen nicht abwegig, weil die Werte mit [1]

iibereinstimmen, siehe Kapitel sechs, und a/b bei eins bleibt.
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Abb. 5.17: Girlande fiir Symmetrie

n=0,5, e={=1, Cr/By=0
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Abb. 5.18: Girlande fiir Antimetrie

Bei Antimetrie ist wieder die dritte zusétzliche Girlande, deren Minimum auf die tiefste Losung
trifft, bezeichnend. Die antimetrische Losung des Schalenstreifens liegt noch abgrenzbar
zwischen den drei Kurven, aber mit zunehmender Kriimmung fallen symmetrische und
antimetrische Losung zusammen, so daf} darauf kein Verlal ist. AuBerdem ist das, was mit
bloBem Auge sichtbar ist, schwer in Kriterien fiir die automatische Variation umzusetzen.
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Abb. 5.19: Girlande fiir Symmetrie

Das Verhalten bei Kreuzzahlen groBer als eins, das in den Abbildungen 5.19 und 5.20 am
Beispiel N=3 aufgezeigt wird, entspricht ebenfalls dem beim Kriimmungsmal fiinf, auBBer, dafl

bei Symmetrie die Kurven wie bei Isotropie im interessierenden Bereich sehr nahe
beieinanderliegen. Da die zusitzlichen Losungen aber von unten kommen, kann mit einer

Suche von oben bei Automatisierung von gro3er Sicherheit ausgegangen werden.
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Abb. 5.20: Girlande fiir Antimetrie

5.3 Andere Kriimmungsma@e

Auf Grund der Tatsache, dall die grole Anzahl von Abbildungen immer fiir Symmetrie und
Antimetrie viel Platz beanspruchen, werden nur noch sehr wenige im Anhang ausgegliedert
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dargestellt. Dabei handelt es sich um Darstellungen fiir das Kriimmungsmall 25 (Abbildungen
B. 13 bis B.20) und 50 (Abbildungen B.21 bis B.24).

Das doppelte Minimum ist bei Symmetrie wesentlich stirker ausgeprigt und bei Antimetrie ist
zu erkennen, daf} die Losung des Schalenstreifens dem Rohrbeulwert oder tieferen Losungen

sehr nahe kommt.

Bei einer von Null verschiedenen Einspannfedersteifigkeit Cg wird offenbar, daB3 sich die
beiden Minima bei Symmetrie nicht gleichartig verhalten, Abbildung B.19, sondern daf3 das
zweite Minimum stédrker steigt. Bei automatisierter Variation ist also darauf zu achten, dal}

man am besten von den Seitenverhéltnissen kleiner als eins ausgeht.

n=0,5, e={=1, Cx/B,=10’

- symmetrisch

45

— : - : a/b
Abb. 5.21: Girlande fiir Symmetrie, p=10
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- antimetrisch
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Abb. 5.22: Girlande fiir Antimetrie, p=20
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In den Abbildungen 5.21 und 5.22 ist dargestellt, wie eine extrem ungiinstige Storung der
Losung des Schalenstreifens durch eine andere Kurve aussieht. Liegt man mit dem Startwert
nur ein kleines bilchen daneben, kann man schnell auf die Kurve gelangen, die nicht Losung
des Schalenstreifens ist, und der Beulwert sinkt wihrend das Seitenverhiltnis steigt.

5.4 SchluBfolgerungen fiir Automatisierung

Grundsitzlich ist diesen Ergebnissen zu entnehmen, daf} es nicht moglich ist, die tiefste Losung
als Beulwert zu nehmen. Zwingende Vorgabe ist ein bekannter Startwert und nach Moglichkeit
das Wissen um die Tendenz von Beulwert und Seitenverhiltnis bei automatischer Variation
eines Parameters. Dann ist es moglich, bei vorgegebener Anderung eins Parameters den
Suchbereich und die Suchrichtung so zu programmieren, dal man auf der Losung des
Schalenstreifens bleibt.

Fiir Isotropie stellt das kein Problem dar, da es nur einen Rohrbeulwert gibt, dar zudem noch
vom Seitenverhiltnis unabhéngig und analytisch korrekt berechenbar ist. Er kann grundsétzlich
ausgeschlossen werden. Problematisch ist das dagegen z.B. bei Kreuzzahlen grofer als eins,
jedoch kommen die tiefen Losungen von unten, so dafl eine Suche von oben hier grundsitzlich
zum Erfolg fiihrt. Dies gilt allerdings nur dann, wenn Scherzahl und Hauptsteifigkeitsverhéltnis
bei eins bleiben.

Bei Kreuzzahlen kleiner als eins steht man aber immer vor dem Problem, daB3 es schnell zur
Interferenz kommt. Knicke in Kurvenverldufen aus automatischen Variationen sind hiufig
unvermeidbar, wie in Kapitel sechs in Abbildung 6.7 oder 6.9 zu sehen. Sogar vermeintlich
falsche Losungen treten auf, siche Abbildung 6.16.

Besondere Aufmerksamkeit ist folglich den Rechnungen mit kleineren Kreuzzahlen und
beliebigen Parametervariationen zu widmen. Bei Variation der Einspannung muf3 man sich bei

starkerer Kriimmung auf das erste Minimum beschrinken, da das zweite zu stark ansteigt.

Zusammenfassend gesagt, es kann die Losung des Schalenstreifens immer berechnet werden.
Sinnvollerweise wird bei automatisierter Variation immer nur ein Orthotropieparameter
verdndert und die anderen bei eins belassen, wie in dieser Arbeit geschehen. Ansonsten sind
umfangreichere Untersuchungen zum Verhalten der Losungen bei bestimmter aber beliebiger

Wahl der Parameter im voraus zu bemiihen.
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6 Ergebnisse

6.1 Ergebnisse zur Kriimmungsvariation

In diesem Kapitel sollen Ergebnisse zur automatisierten Variation der Kriimmung angegeben
werden. Aufgetragen wird dabei immer der Beulwert k, siehe Gleichung 4.2-1 iiber dem
geometrischem KriimmungsmalBl p, siehe Gleichung 4.1-1, das von null bis einhundert oder
fiinfzig geht.

6.1.1 Symmetrie

Angefangen sei mit den Beulwerten zu den symmetrischen Losungen. In der Abbildung 6.1 ist
der Beulwert fiir gelenkige Lagerung bei verschiedenen Kreuzzahlen m dargestellt, wobei die
unterste Kurve die fiir die Kreuzzahl Null ist. Die Werte sind hoher, je hoher die Kreuzzahl ist.
Die Scherzahl bleibt bei allen folgenden Darstellungen in diesem Kapitel eins, da ihr Einfluf}

nicht mehr untersucht werden konnte.
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Abb. 6.1: Beulwert iiber Kriilmmung, gelenkig gelagert: Cx/B,=0

Dieses Ergebnis stimmt mit dem aus [2] und [3] iiberein, wobei festzustellen ist, da} der
Vergleich mit den Rohrbeulgeraden eine Ubereinstimmung fiir Kreuzzahlen von eins und
kleiner ergibt, vergl. [2], Abbildung 4.15. In Kapitel vier ist darauf bereits ausfiihrlich
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eingegangen. In [3] wird analysiert, da3 bei den analytische Gleichungen bei Kreuzzahlen
kleiner als eins das Minimum durch die Rohrbeulgerade bestimmt wird, deren Verlauf aus
Minima der Girlanden fiir n=m=1, n=m=2 u.s.w. entsteht. Aus diesem Grund liegen die im
vierten Kapitel bestimmten Girlanden bei Kreuzzahlen von kleiner als eins zu hoch. Nur die
erste mit n=m=1 trifft die Programmwerte. Damit sind diese Abweichungen erkldrt und die

Programmergebnisse sind korrekt.
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Abb. 6.2: Beulwert iiber Kriimmung, fest eingespannt: CR/By=1010

Bei fester Eispannung, Abbildung 6.2, werden ebenfalls mit [3] iibereinstimmende Ldsungen
gefunden. Ob die Losungen fiir stirkere Kriimmungen bei n=0 und 0,5 von der Geraden
abweichen, weil eine Girlande iteriert wird, eine andere Losung interferiert oder die Kurve so
auch bei beliebigem Seitenverhiltnis richtig ist, kann nicht gekldart werden. [3] vermutet eine

Girlande, das kann aber hier nicht bestitigt werden, da das Seitenverhiltnis frei variiert wird.
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Abb. 6.3: Beulwert iiber Kriimmung, gelenkig gelagert und fest eingespannt
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In den folgenden Abbildungen sollen fiir drei ausgesuchte Kreuzzahlen (Null, eins und vier) die
Kurven der festen Einspannung und der gelenkigen Lagerung miteinander verglichen werden.

Erwartet wird, dafl die Kurven fiir stirkere Kriimmungen sehr nahe beieinander liegen, [10].
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Abb. 6.4: Beulwert iiber Kriimmung, gelenkig gelagert und fest eingespannt

Bei =0 ist dies nicht der Fall, wie Abbildung 6.3 zeigt. Bei kleineren Kreuzzahlen weicht die
Kurve der festen Einspannung von der Geraden nach unten zwar ab, aber die Losungen gehen
sogar weiter auseinander, wéhrend bei Isotropie und groBeren Kreuzzahlen fiir steigende
Kriimmungen die Kurven in parallele Geraden iibergehen, siche Abbildungen 6.4 und 6.5. Dies
wird schon in den Abbildungen 6.1 und 6.2 offensichtlich, weil bei gelenkiger Lagerung erst fiir
Kreuzzahlen grofler eins parallele Geraden auftreten. Die anderen Geraden haben eine kleinere
Steigung. Bei fester Finspannung laufen dagegen alle Kurven in parallele Geraden ein, ein
Abweichen von dieser Geraden tritt nur fiir groBere Kriimmungen bei Kreuzzahlen kleiner eins

auf. Die Geraden miissen also auseinandergehen.

64

56

48

40

32

24

16

T T T T T T T T T
i} 10 20 30 40 50 60 70 B 90 p

Abb. 6.5: Beulwert iiber Kriimmung, gelenkig gelagert und fest eingespannt
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In Ermangelung anderer Werte fiir feste Einspannung ist es schwer zu sagen, ob die Losungen
richtig sind, aber da die Kurven fiir gelenkige Lagerung korrekt vorliegen und die Vergleiche
mit der festen Einspannung zeigen, da3 diese immer iiber der gelenkigen Losung bleiben und
sich tendenziell dhnlich verhalten, darf diesen Werten vertraut werden.

In der Abbildung 6.6 ist dieselbe Darstellung fiir gelenkige Lagerung und einer Kreuzzahl von
eins, aber verdnderlichem Hauptsteifigkeitsverhiltnis gezeigt. Ein € von eins ist der beste Fall
mit dem hochsten Beulwert, wie erwartet und in Kapitel fiinf bereits erwéhnt. Fiir 0,8 sind zwei
Kurven zu erkennen, wobei die eine frith aufhort, da sie numerisch nicht weiter berechnet
werden konnte. Die zweite ist im Bereich schwacher Kriimmung zu tief und verlduft dann
parallel zur isotropen. Sie miifite somit falsch sein und einer interferierenden Losung
entspringen. Beide sind mit etwas unterschiedlichen Suchalgorithmen (von oben oder von
unten) erzeugt, es ist aber nur die abgebrochene korrekt, die nicht weiter berechnet werden
konnte, d.h., sie ist ab da steil nach unten abgeknickt, was nicht dargestellt ist.
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Abb. 6.6: Beulwert iiber Kriimmung, gelenkig gelagert

Dal} die Kurven paarweise fast deckungsgleich sind, liegt an dem in Gleichung 4.2-8 deutlich
werdenden Zusammenhang. € kommt einmal selbst und einmal als Kehrwert in der Gleichung
vor. Somit miissen die Beulwerte fiir die Kehrwerte von € gleich denen fiir € selbst sein. Kleine
Unterschiede sind nur numerisch zu erklidren, da die Seitenverhiltnisse natiirlich nicht dieselben
sind (groBer und kleiner eins, nach Gleichung 4.1-9) und nicht unendlich fein iteriert sind, so

daB Unterschiede unvermeidlich sind.

Z.B. ist das beulkritische Seitenverhiltnis fiir sehr groe Hauptsteifigkeitsverhiltnisse viel
grofler als eins, und wird dann natiirlich bei dquidistanter Schrittweite fiir a/b genauer iteriert
als Seitenverhiltnisse kleiner als eins. Deswegen liegen diese Kurven immer etwas unter denen

fiir kleine €.
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6.1.2 Antimetrie

Dieselben Darstellungen wie fiir Symmetrie sollen ebenfalls fiir Antimetrie erfolgen. Obwohl
nach Kapitel fiinf die Losungen augenscheinlich leichter aufzufinden sind, bereitet die
numerische Auswertung etwas mehr Probleme, wie schon in Abbildung 6.7 zu erkennen ist.
Die Tendenzen sind aber dieselben wie bei Symmetrie, und es gilt dort gesagtes genauso fiir
Antimetrie, allerdings gibt es keine parallelen Geraden bei fester Einspannung wie bei

Symmetrie.
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Abb. 6.7: Beulwert iiber Kriimmung, gelenkig gelagert: Cx/B,= 0
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Abb. 6.8: Beulwert iiber Kriimmung, fest eingespannt: CR/By=1010
Bei fester Einspannung, Abbildung 6.8, treten ebenfalls Probleme auf. Kurven, die im

Diagramm aufhoren, sind nach oben oder unten ausgebrochen, und zwar so iiberméfig, daf} es

offenbar ist, dall die Losung falsch sein muf3. Deswegen ist deren Darstellung unterblieben.
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Abb. 6.9: Beulwert iiber Kriimmung, gelenkig gelagert und fest eingespannt

Die Vergleiche von gelenkiger Lagerung und fester Einspannung fiir verschiedene Kreuzzahlen
(Null, eins, vier) in den Abbildungen 6.9 bis 6.11 zeigt aber {ibliche Tendenzen, so dal} die
berechneten Kurven in sich keine Widerspriiche bilden. Lediglich der direkte Einlauf ineinander
nach parallelen Knicken bei =0 146t vermuten, dafl dicht benachbarte Losungen aufgefunden
sind. Es handelt sich tatsdchlich um den Rohrbeulwert, in den auch die feste Einspannung
einlduft, wie der Vergleich in Abbildung 6.13 zeigt. Diese Kurve ist also etwas zu tief, kann
aber nicht anders berechnet werden, da die Losung des Rohrbeulwertes, die nicht mehr vom

Seitenverhiltnis unabhiéngig ist, interferiert und als Minimum gefunden wird.
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Abb. 6.10: Beulwert iiber Kriimmung, gelenkig gelagert und fest eingespannt

Fiir andere Kreuzzahlen gibt es keinen Knick, und die feste Einspannung liefert stets etwas
hohere Beulwert als die gelenkige Lagerung.
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Abb. 6.11: Beulwert iiber Kriimmung, gelenkig gelagert und fest eingespannt

AbschlieBend eine Untersuchung des Einflusses von € auf den Beulwert in Abbildung 6.12. Das
Verhalten ist dasselbe wie bei Symmetrie, nur, daf die Werte fiir reziproke
Hauptsteifigkeitsverhiltnisse fiir zwei Werte im ganzen Bereich sogar deckungsgleich liegen.
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Abb. 6.12: Beulwert iiber Kriimmung, gelenkig gelagert

6.1.3 Vergleich von Symmetrie und Antimetrie

Ein direkter Vergleich soll zeigen, ob nun der Beulwert fiir Antimetrie grundsitzlich hoher
liegt als der fiir Symmetrie. Im ebenen Fall und fiir analytisch bekannte Losungen ist das der
Fall, wie in den vorangegangenen Kapiteln hiufiger gezeigt. Lediglich bei starker Kriimmung,

also z.B. fiir den Rohrbeulwert, ist Ubereinstimmung zu erwarten.
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Abb. 6.13: Beulwert iiber Kriimmung, gelenkig gelagert, orthotrop

In Abbildung 6.13 ist dies so zu erkennen, wo die als Rohrbeulwert zu bezeichnende Losung
von beiden Kurven getroffen wird, da sie so nahe an den Losungen des Schalenstreifens liegt.
Im Grunde ist eine Trennung nicht notwendig, wenn die Losungen so dicht zusammen liegen.

Lediglich die Seitenverhiltnisse unterscheiden sich dann.
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Abb. 6.14: Beulwerte iiber Kriimmung, gelenkig gelagert, isotrop
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Abb. 6.15: Beulwert iiber Kriimmung, gelenkig gelagert, orthotrop

Wihrend bei Isotropie die Kurven ebenfalls ineinander laufen, Abbildung 6.14, ist das bei
Kreuzzahlen grofer als eins nicht mehr der Fall, wie in Abbildung 6.15 am Beispiel N=3
gezeigt wird. Dabei gilt, daBl der Abstand der Geraden um so grofer wird, je groBer die
Kreuzzahl ist. Da diese Kurven analytisch nachvollziehbar sind, bleibt das als Resultat
festzuhalten.
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Abb. 6.16: Beulwert iiber Kriimmung, fest eingespannt, orthotrop

Bei fester Einspannung verlduft die antimetrische Losung fiir Kreuzzahlen kleiner eins bei
starker Kriimmung unterhalb der symmetrischen, wie in Abbildung 6.16 illustriert. Die
symmetrische Losung ist mit [3] {ibereinstimmend und die antimetrische reiht sich sehr gut in
die anderen Ergebnisse ein, siche Abbildungen 6.8 und 6.9. Aber wie in Abbildung 6.3 zu
erkennen ist, sind die Losungen der festen Einspannung fiir Symmetrie bei kleinen Kreuzzahlen

sehr hoch in ihrer Tendenz, so daf} eher der symmetrischen Losung ein Fehler zuzusprechen ist,
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als der antimetrischen. Eine andere Kurve ist jedoch nicht zu iterieren, so dal hier Zweifel an

den Ergebnissen angebracht sein konnen.
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Abb. 6.17: Beulwert iiber Kriimmung, fest eingespannt, isotrop

Anders stellt sich das Verhalten bei Kreuzzahlen von eins und gréfer da, Abbildungen 6.17
und 6.18. Es entspricht dem bei gelenkiger Lagerung und verursacht keine Widerspriiche.

0 10 20 i 40 50 50 70 30 b P

Abb. 6.18: Beulwert iiber Kriilmmung, fest eingespannt, orthotrop

Zum Schluf ein Vergleich bei verdnderlichem € bei m=1. Es zeigt sich, daf fiir
Hauptsteifigkeitsverhiltnisse ungleich eins die antimetrische iiber der symmetrischen Losung

verlduft, wobei auch hier der Abstand groBer bleibt, je kleiner, bzw., je grofer € ist.
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Abb. 6.19: Beulwert iiber Kriimmung, gelenkig gelagert

6.1.4 Ein Ergebnis mit veriinderlicher Scherzahl

Das einzige Ergebnis mit verinderlicher Scherzahl  bei n=e=1 soll ausgegliedert dargestellt
werden, da es nur fiir Symmetrie erzeugt worden und kein Vergleich mit analytischen

Losungen erfolgt ist.
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i
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Abb. 6.20: Beulwert iiber Kriimmung, gelenkig gelagert

Es kann gesagt werden, daf} das Ergebnis in seiner Tendenz korrekt ist, wie ein Vergleich mit
[1], Seite 213, Bild 4.3/9, zeigt. Hier ist die Scherzahl in der Achse mit erfalit. Diese
Transformation hitte hier zum Vergleich ebenfalls geschehen miissen, doch ist dies aus

Zeitgriinden nicht mehr moglich gewesen.
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6.2 Ergebnisse zur Einspannungsvariation

In diesem Kapitel sollen einige Ergebnisse zur Variation der Einspannfedersteifigkeit Cg
angegeben werden, um zu zeigen, dal der Bereich zwischen den Extremen der gelenkigen

Lagerung und der festen Einspannung zum gréBten Teil berechnet werden kann.

6.2.1 Symmetrie

Fiir drei verschiedene KriimmungsmaBe p wird in den folgenden drei Abbildungen 6.21 bis
6.23 das Verhalten von Beulwert und Beulfeldseitenverhiltnis {iber der Drehfedereinspannung
Cr/By am Beispiel n=4 dargestellt. Scherzahl und Hauptsteifigkeitsverhiltnis bleiben bei den in

diesem Kapitel dargestellten Ergebnissen eins.

a/b k
1,0 b 13,91
k 10,0
0,64
p=0,1,n=4
Cr/B,

Abb. 6.21: Beulwert und Seitenverhiltnis iiber Einspannfederzahl

Mit zunehmender Einspannung sinkt das Seitenverhiltnis, wihrend der Beulwert steigt. Das
deckt sich mit den Ergebnissen aus [3] und [10]. Der Bereich der stirksten Anderung von
Beulwert und Seitenverhiltnis liegt bei Cr/B,=0,1 bis 100. Fiir kleinere Werte von Cg/B, gilt
konstant der Beulwert der gelenkigen Lagerung, wihrend fiir grolere feste Einspannung
vorliegt.

Die Auswirkung der Einspannung auf den Beulwert im ebenen Fall fiir Orthotropie ist nicht so
grof} wie bei Isotropie, wo sich der Beulwert um den Faktor 6,97/4=1,74 erhoht. Bei einer
Kreuzzahl von vier betridgt der Steigerungsfaktor lediglich 1,39. Das Seitenverhiltnis der festen
Einspannung ist mit 0,64 geringfiigig kleiner als bei Isotropie, wo es 0,66 ist.
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a/b k
1,0 a/b 16,09
12,81
k
0,57
p=10, n=4
Cr/By

Abb. 6.22: Beulwert und Seitenverhiltnis iiber Einspannfederzahl

Mit steigender Kriimmung wird die Steigerung des Beulwertes durch die Einspannung

geringer, Abbildung 6.22, jedoch wird das Beulfeldseitenverhiltnis schneller kleiner bei

steigender Einspannung. Bei groBer Kriimmung dagegen bleibt das Seitenverhiltnis

unverdndert, wihrend der Beulwert noch schwach durch die Einspannung steigt, siche

Abbildung 6.23 mit p=40.

a/b

a/b=0,3

33,95

p=40, n=4

132,79

Cr/B,

Abb. 6.23: Beulwert und Seitenverhiltnis iiber Einspannfederzahl

Triagt man Beulwert und Seitenverhiltnis als Beispiel fiir m=4 {iber Kriimmung und

Einspannung dreidimensional auf, so erhdlt man die Abbildungen 6.24 und 6.25. Der
Wertebereich fiir Cg/B, in diesen Abbildungen ist ebenfalls 10™ bis 10°, es ist aber nur der
jeweilige Grenzfall der festen Einspannung und der gelenkigen Lagerung gekennzeichnet.
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Ausgangspunkt fiir eine solche Berechnung sind z.B. die Werte der gelenkigen Lagerung, siche
Abbildung 6.1, und es ist dann Cg/B, gesteigert worden. In so einem Fall ist es dann sinnvoller,
z.B. das Suchverfahren umzustellen (von oben suchen) oder von der festen Einspannung
auszugehen, Abbildung 6.2.

Abb. 6.26: Beulwert iiber Kriimmung und Einspannfederzahl, n=2

Bei Kreuzzahlen kleiner als eins ist es nicht gelungen, die Variation von Cg mit so brauchbaren
Ergebnissen in der gegebenen kurzen Zeit zu vollenden, obwohl gerade diese Ergebnisse sehr
interessant wiren, siche Abbildung 6.2 und 6.3, um den Ubergang zwischen diesen Fillen

darzustellen.

6.2.2 Antimetrie

Bei Antimetrie ist dies mit Schwierigkeiten dagegen gelungen, wie den folgenden Abbildungen

zu entnehmen ist.
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a/b k
0,5 /b Kk 17,1
0,4

120
p=0,1, n=0,5
Cr/B,

Abb. 6.27: Beulwert und Seitenverhéltnis iiber Einspannung

Bei Antimetrie macht sich der Einflu} der Kriimmung erst viel spidter bemerkbar, wie den
Abbildungen 6.27 und 6.28 im Vergleich mit 6.21 und 6.22 zu entnehmen ist. Selbst bei starker
Kriimmung bleibt das Seitenverhiltnis noch beeinflufit, Abbildung 6.29. Aullerdem ist der
Bereich, in dem die Einspannung am stirksten den Beulwert verdndert, etwa um den Faktor 10

hin zu groBeren Einspannfederzahlen verschoben.

a/b k

0,5

04

k777777777172,77

p=10,1n=0,5

Cr/By
Abb. 6.28: Beulwert und Seitenverhiltnis iiber Einspannung

Den sehr eckigen Verldufen des Seitenverhiltnisses ist die recht grobe Schrittweite von 0,01 zu
entnehmen, die sich bei so kleine Werten von a/b natiirlich stirker bemerkbar macht. Trotzdem
ist der Verlauf des Beulwertes selbst bei Spriingen des Seitenverhiltnisses auf offenbar
benachbarte Kurven einigermallen glatt und bleibt in der korrekten Tendenz. Solche Verldufe
sind moglich, da bei automatisierter Variation Suchbereiche vorgeben und auf Grundlage

vorhergehender Werte eingeschrinkt werden miissen. Andere, eng benachbarte Kurven mit



Kapitel 6: Ergebnisse 82

anderen minimalen Seitenverhiltnissen und flachen Minima konnen die Suche auf falsche
Bahnen lenken. Akzeptiert man dann aber die vorgegebenen Randwerte als Losung und
rechnet weiter, so ist es moglich, da die Werte fiir den Schalenstreifen wieder erreicht

werden.

AuBerdem sind die benachbarten Losungen so nahe, dal Abweichungen auf diese Kurven nicht
unbedingt als grofe Spriinge sichtbar werden. Wie schon erwihnt, verlieren die zusitzlichen
Losungen damit ihre Problematik, wenn sie bei starker Kriimmung den Losungen des

Schalenstreifens nahe Werte liefern.

a/b k
32,38
0,45 Kk
04wy o B0
032
p=50,M=0,5
Cr/By

Abb. 6.29: Beulwert und Seitenverhiltnis iiber Einspannung

k=30,54

fest

gel. 0

Abb. 6.30: Beulwert iiber Kriimmung und Einspannung, n=2
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Im Anschluf3 seien mit den Abbildungen 6.30 und 6.31 fiir eine Kreuzzahl von zwei ebenfalls
zwei dreidimensionale Darstellungen von Ergebnissen fiir Antimetrie gegeben. Trotz der recht
groben Schrittweite fiir das Seitenverhidltnis und einiger Ausreifler dieser Werte sind die
Ergebnisse fiir die Beulwerte aufer einer Delle im ebenen Fall sehr glatt. Dies beruht auf den
sehr flachen Minima der Beulwerte in Abhingigkeit des Seitenverhiltnisses, wie z.B.
Abbildung B.18 zu entnehmen ist.
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Abb. 6.31: Seitenverhiltnis iiber Kriimmung und Einspannung, n=2
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7 Beulformen

Der Unterschied zwischen symmetrischer und antimetrischer Beulform ist bereits in der
Einleitung an Hand der Abbildungen 1.1 und 1.2 erkldrt worden. Diese Darstellungen von
Beulformen sind im Rahmen von FEM-Rechnungen entstanden und deswegen sehr gut und
brauchbar. Es ist zu sehen, da3 der zweite Schalenstreifen in Abbildung 1.2 stirker gekriimmt
ist, weswegen die antimetrische Beulform mdglich ist, denn wie in dieser Arbeit gezeigt, bei

starker Kriimmung kann beides auftreten.

In diesem Kapitel sollen kurz die Ergebnisse dargestellt werden, die bei dem Versuch
entstanden sind, die Beulform mittels der Funktionen fiir w(x,y) in den Gleichungen aus
Kapitel 3.3 darzustellen. In [2] sind bereits mehrere FEM-Abbildungen dargestellt, die hier
nicht wiederholt werden. In [2] sind zur Einspannung keine Beulformen dargestellt, da deren

Berechnung nicht zu bewerkstelligen ist.

Fiir gelenkige Lagerung ist die Darstellung der Beulform fiir beliebige Kreuzzahlen und
Kriimmungen mit diesem Verfahren méglich, Abbildung 7.1, 7.3 und 7.4 sind ein Beispiel, aber
es bedarf grofer Genauigkeit bei den Beulwerten, damit Proportionalititsfaktoren und

Nullstellen bestimmt werden, die genau die Randbedingungen erfiillende Funktionen liefern.
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Abb. 7.1: Symmetrische Beulform, gelenkig gelagert, eben, a/b=1

Demonstriert ist das in Abbildung 6.2. Wihrend Abbildung 6.1 mit einem Beulwert von
4,00030 berechnet worden ist, ist in Abbildung 6.2 der Beulwert 4,0 genommen worden. Hier

ist also die Tatsache, da3 mit p=0,1 der ebene Schalenstreifen abgebildet werden soll, und
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0, was nicht moglich ist, schon fiir eine Abweichung ausschlaggebend. Es ist

nicht mit p

zwingend notwendig, den Beulwert zum vorgegebenen Seitenverhiltnis auf mindestens fiinf
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Nachkommastellen genau zu bestimmen, um korrekte Darstellungen zu erhalten.

Abb. 7.2: Fehlerhafte Beulform

Beulform darzustellende Ergebnis nachiteriert werden, da diese

Damit muf3 jedes als

ibertriebene Genauigkeit fiir den Beulwert die Rechenzeit bei automatischer Variation ins

unermeBliche treiben wiirde und von vornherein gar nicht benotigt wird.

Gesamtldnge=5 b

=1/2

eben, a/b

]

Abb. 7.3: Antimetrische Beulform, gelenkig gelagert

Das Beulseitenverhiltnis in Abbildung 7.4 zur antimetrischen Beulform ist groBer als 0,5, was

den in Kapitel sechs dargestellten Ergebnissen zu widersprechen scheint, doch in Abbildung

B.22 ist z.B. zu erkennen, dall das Minimum bei Antimetrie bei starker Kriimmung ebenfalls

sehr breit ist. Bei noch stirkeren Kriimmungen sind dadurch auch Losungen mit gréeren

0,5 moglich. Dieses ist hier dargestellt, da mit kleineren

Seitenverhiltnissen als

Seitenverhiltnissen die Darstellung mit Beulen iiberfrachtet gewesen wiire.
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Abb. 7.4: Antimetrische Beulform, gelenkig gelagert, p=60, a/b=0,8

Die Beulamplituden sind offensichtlich extrem iibertrieben und kénnen nicht berechnet werde,
was der linearen Theorie zugrundeliegt und bereits in Kapitel 3.4 erkldrt ist. Dall die
Beulamplituden in der Darstellung so sehr hoch sind, liegt unter anderem an einer
automatischen Skalierung. Da jedoch die Darstellung der Beulformen fiir Werte von Cg
ungleich Null nicht moglich waren, ist nicht mehr Zeit investiert und die Darstellungen sind so
belassen worden, denn erst mit Einspannung hitte sich der Aufwand gelohnt.

Dal} die feste Einspannung nicht zu einem Ergebnis als Beulform verarbeitet worden konnte,
liegt wahrscheinlich nicht nur an der extremen Instabilitdt dieser Berechnung der Beulformen.
Es war innerhalb der Zeit nicht moglich, auch nur ein halbwegs Bild zu erzeugen, trotz hoher
Genauigkeiten. Die Ursachen konnten trotz vieler Versuche und verschiedener
Herangehensweisen nicht geklirt werden.

Wie sich die Beulform bei steigender Kriimmung verhilt, entnimmt man [2]. Die Anzahl der

Beulen in Lingsrichtung steigt an.
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8 Zusammenfassung

In dieser Diplomarbeit wird das Beulverhalten eines gekriimmten, orthotropen Schalenstreifens

bei beliebiger Langsrandeinspannung fiir symmetrische und antimetrische Beulform untersucht.

Zur Bestimmung des Beulwertes wird ein homogenes, gekoppeltes, partielles
Differentialgleichungssystem aufgestellt und eine allgemeine LOsung bestimmt. Mit dieser
werden die Randbedingungen fiir verschiedene Lastvorgaben iiberpriift, und es wird iiber dem
Seitenverhiltnis die minimale Last aufgesucht. Ubergeordnet werden die Kriimmung, die
Einspannfederzahl und verschiedene Orthotropieparameter variiert, um deren Einfluf} auf den

Beulwert zu untersuchen.

Auf [2] aufbauend ist eine Untersuchung der Ubertragungsmatrizenmethode vorangegangen,

die im Anhang dargestellt ist.

Die benotigten Grundgleichungen fiir das Verfahren sind angegeben, und an die Ableitung des
Verfahrens schlieft sich im vierten Kapitel ein Vergleich mit einigen analytisch berechenbaren
Losungen an. Zusammen mit [2] und [3] ist dabei eine Ubereinstimmung der numerisch
ermittelten Werte mit den analytischen Beulwerten des Schalenstreifens festzustellen, wobei die
numerische Auswertung zusitzliche Losungen liefert, die bei Isotropie als vom Seitenverhiltnis
unabhéngiger Rohrbeulwert identifizierbar sind. Dieser ist von der Einspannfederzahl nicht
beeinfluft.

Bei Orthotropie existieren zwei Losungen, die bei n>1 im Girlandendiagramm von unten und
bei N<1 von oben kommen, wenn € und { bei eins bleiben. Bei Antimetrie gibt es noch eine
weitere Girlande deren Minimum auf den tieferen Losungen, die fiir n>1 nicht mehr als der
Rohrbeulwert aus [1] bezeichnet werden konnen, liegt. Dies zeigt die Auftragung iiber der
Kriimmung. Denn zusitzlich dazu, da diese Werte nicht mehr vom Seitenverhiltnis
unabhingig sind wie bei Isotropie, liefern sie fiir groere Kriimmungen bei Kreuzzahlen grof3er
als eins Losungen unterhalb der Rohrbeulgeraden, wie bereits in [2] und [3] festgestellt.

Der EinfluB des Hauptsteifigkeitsverhiltnisses € wird vom Programm ebenfalls korrekt
wiedergegeben und der Wert eins ergibt bei Kriimmung den hochsten Beulwert. Eine
systematische Untersuchung des Einflusses der Scherzahl mit einem Vergleich analytischer

Losungen ist aus Zeitgriinden nicht erfolgt, doch zeigen die Ergebnisse eine richtige Tendenz.
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Die numerisch ermittelten Girlandenkurven im fiinften Kapitel zeigen, wie die tieferen
Losungen mit zunehmender Kriimmung immer mehr steigen und sich der Losung des
Schalenstreifens nihern, was im Verhalten den Rohrbeulwerten entspricht. Es wird
verdeutlicht, dall besonders bei kleinen Kreuzzahlen Probleme bei der Automatisierung der
Variation zu erwarten sind. Jedoch fallen die Losungen bei starken Kriimmungen zusammen,
so daB in den Auftragungen iiber der Kriimmung nur ein Knick beim Ubergang zum linearen
Verlauf auftritt, Kapitel sechs. Empfehlungen fiir die Automatisierung schliefen das fiinfte
Kapitel ab. Allgemeingiiltige Aussagen sind aber nicht moglich, da keine beliebigen

Parametervariationen durchgefiihrt werden.

Die wichtigste Erkenntnis ist die, dal es sinnvoll ist, je nach Kreuzzahl eine andere
Suchrichtung anzuwenden. Bei n>1 ist es zweckmifig, den Startwert fiir den Beulwert
oberhalb des Erwartungswertes anzusetzen, und dann von oben zu suchen, um Interferenz mit
den von unten kommenden, tieferen Losungen zu vermeiden. Anders bei Kreuzzahlen kleiner
als eins. Hier wird sinnvollerweise der Beulwert von unten gesucht und ein groBeres
Seitenverhiltnis als der Erwartungswert angesetzt. Dies kann jedoch keine Garantie liefern,
immer auf der Losung des Schalenstreifens zu landen. Unproblematisch ist das, wenn das
Seitenverhiltnis irrelevant ist, weil sich die zu den gleichen minimalen Beulwerten starker
Kriimmung unterscheiden. Auflerdem gelten die Tendenzen dann nicht mehr, wenn noch
Scherzahl und Hauptsteifigkeitsverhiltnis beliebig variiert werden. Es wire sehr sinnvoll, als
Anschlufl Untersuchungen iiber das Losungsverhalten fiir bestimmte Bereiche durchzufiihren,
z.B. fiir n<1, e<1, {=1 und n<1, e>1, {=1 und n>1, e<1, {=1 und so weiter. Das ist zwar sehr
umfangreich, kann aber behilflich sein, das Losungsverhalten in seiner gesamten Vielfalt

darzustellen und somit eine fehlerfreie Automatisation ermoglichen.

Eine weitere Schluflfolgerung ist, sich bei den Ergebnissen fiir stirkere Kriimmung, bei denen
sich in der Losung des Schalenstreifens doppelte Minima ausbilden, immer auf dem Minimum
des kleineren Seitenverhiltnisses zu bleiben, da das andere Minimum bei Einspannung zu stark

steigt und nicht gegen den richtigen Wert konvergiert.

Die automatisch erzeugten Ergebnisse des sechsten Kapitels liegen korrekt und die Werte der
Antimetrie bleiben nur in einem Fall nicht iiber denen der Symmetrie. Das ist der Fall bei
Kreuzzahlen kleiner eins bei fester Einspannung fiir stirkere Kriimmung. Es zeigt sich in
anderen Vergleichen, dafl dabei die Losung fiir Symmetrie, die allerdings auch so von [3]
angegeben wird, eher zu hoch als die der Antimetrie zu tief liegt. Da es keine analytischen
Vergleichswerte gibt, sind die Losungen der festen Einspannung fiir Kriimmung bei n<1 bei
Symmetrie auf jeden Fall anzuzweifeln. Das bedeutet, dall sie physikalisch nicht in die Reihe
der anderen Ergebnisse einzuordnen sind, aber als Losung des Gleichungssystemes angegeben

werden konnen.
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Die feste Einspannung bleibt grundsitzlich {iber der gelenkigen Lagerung oder lduft in diese fiir

zunehmende Kriimmung ein.

Die Darstellung der Beulformen gestaltet sich als eher problematisch und extrem instabil.
Hierfiir konnen eher FEM-Darstellungen dienen. Ganz im Gegensatz zu den Beulwerten sind
hier Schwankungen in den Ausgangswerten von entscheidender Auswirkung. Die Darstellung

fiir Einspannung ist dementsprechend gar nicht gelungen.

Als Resultat bleibt, dal das Verfahren zur Bestimmung besonders der Beulwerte zu
symmetrischen Beulformen bei Isotropie uneingeschrinkt verwendbar ist. Der analytisch
berechenbare und vom Seitenverhiltnis unabhingige Rohrbeulwert kann sehr gut

ausgeschlossen werden.

Je mehr Parameter variiert werden und bei Orthotropie ist eher Vorsicht geboten, doch sind die
Losungen des Schalenstreifens isolierbar. Bei Automatisierung zur Einbindung in einen anderen
Algorithmus, siehe [10], ist extreme Vorsicht geboten, wenn das Seitenverhiltnis von
Bedeutung wird, das es durchaus mehrere im Beulwert nahe beieinander aber im

Seitenverhiltnis unterschiedliche Losungen mit sehr flachen Minima gibt.
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A Anhang: Ubertragungsmatrizenmethode

In diesem Teil des Anhanges soll in aller Kiirze auf die Berechnung des Beulens mit

Beriicksichtigung des Schubes eingegangen werden.

In [2] ist vorgeschlagen, dieses mittels der Ubertragungsmatrizenmethode zu versuchen und so
moglicherweise zu besseren Ergebnissen zu kommen. Zu Beginn der Diplomarbeit ist das
versucht worden, jedoch sind ebenfalls gro3e Probleme aufgetreten, so daf dieses Verfahren
nicht weiter verfolgt worden ist. Der bendtigte Zeitaufwand wiére um ein vielfaches hoher

gewesen.

Mittels der drei Differentialgleichungen in u(x,y), v(x,y) und w(x,y) mit Schub

C @+c az—u+(c +c ) v law:O

11 aXZ 33 ay2 12 33 axay 12 r aX °

C a2V+c 2 +(c +c ) d'u law l((c +2c ) : +c 83w)

22 a 2 33 a 2 12 33 axay r ay r 45 66 a Za 55 a 3 ’

c C +2(cys +2¢4) o +c a4W+2 I'w azW+c lau+ 1ﬁ+C iW:O
44 aX4 45 66 axza 2 55 a 4 Xy axa X a 2 12 r aX 22 r ay 22 I'Z

ergibt sich ein Polynom achten Gerades, bei dem diesmal nur ein Koeffizient Null ist, siehe [2].
Eine Reduktion ist somit nicht moglich. Es ist eventuell nicht unerheblich, ob mit dieser oder
der reduzierten Differentialgleichung aus [2] gerechnet wird, was jedoch auf Grund des
Abbruchs dieses Verfahrens nicht geklirt worden ist. Mittels der allgemeinen Losungen und
den bestimmten Proportionalititsfaktoren kann dann der Zustandsvektor formuliert werden,
wobei die Krifte aus dem Materialgesetz mit den aus den Verschiebungs-Verzerrungs-

Relationen gewonnenen Verzerrungen bestimmt werden.

Der fiir das Verfahren gewihlte Zustandsvektor sieht wie folgt aus:

0
XT:[W’ a—‘;], u, v, n, n, m, nxy}. (A-2)

Mit den allgemeinen Losungen und den Proportionalititsfaktoren erhidlt man in Matrix-

schreibweise:

v(x,y) = M(x,y)-k ,keR® ,gei)?gxiﬁg , (A-3)
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wobei der Vektor k aus acht beliebig wihlbaren Konstanten besteht. Die Matrixelemente von
M ergeben sich aus den acht Summanden der allgemeinen Losungen fiir die acht verschiedenen
Nullstellen. Auf deren Angabe wird verzichtet, da sie sehr umfangreich wére und bendtigte
Angaben [2] in Kapitel 3.3 vollstindig zu entnehmen sind. Mit dem Zusammenhang A-3 kann

jetzt vom linken zum rechten Rand iibertragen werden:

V(,y=b/2)=M(x,y=b/2)-k & k=M '(x,y=b/2)-v(x,y=b/2),
v(x,y=-b/2)=M(x,y=-b/2)-k , also (A-4)
v(x,y=-b/2)=M(x,y=-b/2)-M '(x,y =b/2)-¥(x,y=b/2).

Der Einbau der Einspannwirkung wird mit den Zusammenhang 2.6-2 zu

w 1oooooooaw
w 0 1 000000l

dy dy

i 0O 0 10000O0O||

v o 0o o100 00|,

S 1FY=lo 0 oo 100 o0f, | Y&V (A-3)
y y

n 00 000100,

0 +=% 0 0 0 0 1 0
0 bBy m,
Ny 0 0 00000 1]|n,]

oder mit einer Null in der zweiten Zeile, so dal die Einspannmatrix C nur gestiirzt und das
Element mit der Einspannfederzahl als Kehrwert gebildet wird. Dies ist dann fiir hohe
Einspannfederzahlen stabiler in der numerischen Auswertung. Der Vektor mit dem Sternchen
ist der neue Zustandsvektor, in dem die Einspannwirkung enthalten ist, wobei das Vorzeichen
im Matrixelement mit Cg am rechten und linken Rand unterschiedlich ist. Es ergibt sich
schlieBlich:

(A-6)
mit der Ubertragungsmatrix U. In den beiden Matrizen C mu} das angesprochene Vorzeichen

unterschiedlich sein, dabei ist es egal welches Vorzeichen welchem Rand zugeordnet wird.

Nun konnen an den Rindern beliebige, nicht symmetrische Randbedingungen fiir die
Zustandsgroen vorgegeben werden! An einem Beispiel soll das fiir die allerdings
symmetrischen Randbedingungen dieser Arbeit getan werden:
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agv _u11 U, U; Ug ] a(‘),v
a_y Uy Uy a_y
0 Uy, 0
Ylxy=-b/2y=| Vo lxy=br2). (A7)
nx . nx
0 . 0
0 . 0
_nxy ] _u81 . . . . . . ugg_ _nxy ]

Diese symmetrischen Randbedingungen sind erfiillt, wenn die Nullen erfiillt werden. Die
anderen GroBlen sind beliebig. Es muf} also die Losbarkeitsbedingung des Gleichungssystemes
iiberpriift werden, das aus den Zeilen gebildet wird, in denen links Nullen stehen, und den
Spalten, die zu Elementen des rechten Vektors gehoren, die nicht Null sind. In diesem Fall

also:

"0 T “To
ow Uy Uy Uss Ui ow
dy dy
0 Uz, Uy Uy Uz 0
A% Vv

_ ) ) (A-8)
nx nx
0 Ug, Uy Ugs Ugg 0
0 U, Uy Ugs Uz 0
L X L S L Xy

Alle anderen Elemente sind unbedeutend. Die zu iiberpriifende Losbarkeitsbedingung, die im
bisherigen Verfahren der Uberpriifung der Randbedingungen als letzter Schritt entspricht,
lautet damit also:

=0. (A-9)

Es ist eine 4x4-Determinante auszuwerten. Analog konnen auch die Eigenwerte dieser

Teilmatrix bestimmt und auf Minima untersucht werden.

Im Vergleich zu [2] ist das augenscheinlich viel einfacher als die Auswertung einer 8x8-
Determinante, doch vorangegangen ist immer eine Inversion einer 8x8-Matrix (A-4) und
mehrere Matrizenmultiplikationen (A-6). Zwar ist die Inversion einer Matrix numerisch

unproblematischer als die Bestimmung der Determinante, doch sind die erzielten Ergebnisse
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nicht von besserer Qualitit als in [2]. Dies liegt unter anderem an der viel groBeren
Allgemeingiiltigkeit und dem groBeren Anwendungsspektrum dieses Verfahrens, mit dem in
der dargestellten Form beliebige Randbedingungen berechenbar sind! Allerdings erkauft man
sich diesen Vorteil durch groBere numerische Probleme.

Im folgenden sollen einige Ergebnisse das belegen. Im iibrigen ist keine Aufteilung in
symmetrische und antimetrische Anteile vorgenommen, weil bei Schubbelastung keines von
beiden erwartet wird und deswegen auch die Losungsvielfalt so nicht eingeschrinkt werden
darf. Angefangen wird mit Verldufen der Determinante iiber dem Beulwert, vergleiche
Abbildung 4.7.

Det.

45

EW.

T 4 1 1 14 1 L k

Abb. A.1: Determinante und 1. Eigenwert iiber Beulwert, isotrop, Cx=0, p=20, p,,=0,
a/b=1

Wie in Abbildung A.1 zu sehen ist, erhidlt man einen entscheidenden Vorteil, wenn man anstelle
der Determinante, die als eine Hauptinvariante der Matrix das Produkt aller Eigenwerte
darstellt, den ersten Eigenwert bestimmt. Zum einen ist der Verlauf sauberer, zum anderen gibt
es nur ein Minimum, wihrend im Verlauf der Determinante noch ein zweites kleineres

Minimum existiert.

Fiir eine numerische Auswertung sind beide Verldufe noch akzeptabel, wenn man ein
Suchverfahren anwendet, das nicht an einer glatten Kurve entlang iteriert und auf
Steigungsidnderungen reagiert, sondern das Intervallschachtelung verwendet und auf lokale
Minima abfragt.
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Abb. A.2: Determinante und 1. Eigenwert iiber Beulwert, isotrop, Cx/B,=10, p=0,1,
Pxy=0, a/b=0,6

In der Abbildung A.2 ist der Einflu} steigender Einspannung zu erkennen. Unter anderem sind
die Kurvenverldufe unsauberer. Diesmal liefert der Eigenwert zwei Minima neben dem
Minimum der Determinante und ein ganz kleines lokales Minimum an genau derselben Stelle.
Es ist am sinnvollsten, immer beide Losungen heranzuziehen. In [2] ist mit der Determinante
fiir feste Einspannung eine falsche Losung getroffen worden. Die korrekte Losung ist nur nicht
gefunden worden, was auf Grund der selbst schon im vereinfachten Verfahren dieser Arbeit

auftretenden Losungsvielfalt keine Uberraschung mehr ist.

fest eingespannt

&

£

gelenkig gelagert

0.0 1.5 3.0 L5 8.0 7.5 a/b
Abb. A.3: Girlande fiir Isotropie, p=0,1, p,,=0,2py

Dal} die Berechnung der festen Einspannung selbst mit 20% Schubbelastung moglich ist, zeigt
Abbildung A.3, jedoch hat die Berechnung dieser Werte mehrere Stunden an Rechenzeit
beansprucht, da auf Grund der Verliufe der Determinante sehr kleine Schrittweiten
vorzugeben sind, um die richtigen Losungen zu erhalten. Bedenkt man, da3 die Last iiber dem
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Seitenverhiltnis fiir jeden Parameter zu minimieren ist so verliert dieses Verfahren seine
Anwendbarkeit.

£

2

1 2 3 4 5 a/b
Abb. A .4: Girlande fiir Isotropie, p=20, pxy=0, Cx=0

AuBerdem ist es bei veridnderten Parametern, also z.B. hoherer Kriimmung in Abbildung A.4
oder hoherer Schublast in Abbildung A.5 fast unmoglich, die richtige Losung zu finden. die
Werte brechen immer aus, was durch die in Abbildung A.2 gezeigten unsauberen Verldufe
erklart ist.

D.4$

£

15

0%0

4 0.5 1.2 1.6 2.0 2.4 a/b
Abb. A.S: Girlande fiir Isotropie, p=0,1, px,=50py, Cr=0

Interessant ist noch, daf} in Abbildung A.5 die beiden Minima nicht dasselbe Niveau haben, wie
es eigentlich sein sollte, vergl. Abbildungen B.13. Ob dies daran liegt, daB nicht die
vereinfachte Differentialgleichung aus [2] verwendet worden ist, ist nicht mehr untersucht

worden.
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Als Fazit bleibt, daf} es zwar durchaus moglich ist, die gesuchten Beulwerte zu berechnen, aber
automatisierte Parametervariationen durchzufiihren, wird mit diesem Verfahren nur moglich
sein, wenn dafiir mehr Zeit zur Verfiigung steht, da wesentlich kleinere Schrittweiten und
standige begleitende Kontrollen notwendig sind. Praktisch bedeutet das, dal immer wieder

Rechnungen nach Fehlldufen zu unterbrechen sind.

Da es nicht moglich ist, die Qualitit der Losungen zu verbessern und es selbst ein Problem
darstellt, bei Variation von a/b auf der richtigen Girlande zu bleiben, stirker noch als bei dem
in den ersten Kapiteln dieser Arbeit vorgestelltem Verfahren, kann dieses Vorgehen nur zur
Nachrechnung einzelner punktueller Werte empfohlen werden. Dann ist aber Schub und jede
Randbedingung moglich. Fiir die Aufgabenstellung ist das aber nicht von Bedeutung, da mehr
allgemeine Ergebnisse von Interesse sind als punktuelle Nachrechnungen.
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B Anhang: Abbildungen

Hier befinden sich nur Bilder, die aus Platzgriinden in einen Anhang ausgegliedert wurden. Sie

werden in der Arbeit referenziert.

k
p=1
N n=0.5
symmetrisch
u : Z - 7 /b
Abb. B.1: Beulwert iiber Seitenverhiltnis
k
p=1
# n=0,5
antimetrisch
o
- 1 2 - T a/b

Abb. B.2: Beulwert iiber Seitenverhiltnis
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Abb. B.3: Beulwert iiber Seitenverhiltnis
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Abb. B.4: Beulwert iiber Seitenverhiltnis
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Abb. B.5: Beulwert iiber geometrischem Kriimmungsmaf}
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Abb. B.6: Beulwert iiber geometrischem Kriimmungsmaf}
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Abb. B.7: Beulwert iiber geometrischem Kriimmungsmaf
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Abb. B.8: Beulwert iiber geometrischem Kriimmungsmaf
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Abb. B.9: Beulwert iiber geometrischem Kriimmungsmaf}
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Abb. B.10: Beulwert iiber geometrischem Kriimmungsmag
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Abb. B.10: Beulwert iiber geometrischem Kriimmungsmag
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Abb. B.12: Beulwert iiber geometrischem Kriimmungsmaf
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Abb. B.13: Girlande fiir Symmetrie, p=25
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Abb. B.14: Girlande fiir Antimetrie, p=25
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Abb. B.15: Girlande fiir Symmetrie, p=25
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Abb. B.16: Girlande fiir Antimetrie, p=25
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Abb. B.17: Girlande fiir Symmetrie, p=25
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Abb. B.18: Girlande fiir Antimetrie, p=25
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Abb. B.19: Girlande fiir Symmetrie, p=25
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Abb. B.20: Girlande fiir Antimetrie, p=25
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Abb. B.21: Girlande fiir Symmetrie, p=50
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Abb. B.22: Girlande fiir Antimetrie, p=50
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Abb. B.23: Girlande fiir Symmetrie, p=50
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Abb. B.24: Girlande fiir Antimetrie, p=50
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